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2 On the Pure Twist of a Thin Plate Containing 
Ba NR, an Infınite Row of Circular Holes 


e By T. YAmAsHIDA 


te Die Aufgabe, den Einfluß einer unendlichen Reihe gleich großer und gleichabständiger Kreislöcher auf 
die Spannungsverteilung in einer unbegrenzten, verwundenen, Platte abzuschätzen, wird mittels der Poisson- 
 Kirchhoffschen Theorie der dünnen Platten behandelt. Zur Bestimmung der in der Lösung enthaltenen 
Parameter wird die Störungsrechnung angewandt. Für einige spezielle Fälle werden numerische Ergeb- 
nisse mitgeteilt. 


” I 
The problem of estimating the influence of an infinite series of equidistant circular holes of equal radius 


”.\ 


E on the distribution of stress in an infinite plate under uniform twisting is treated according to the Poisson- 
er Kirchhoff theory of thin plates. T’he parametric coefficients included in the solution of this problem are 
7 determined by using the method of perturbation. For some special cases, numerical results are given. 

4 3anaya ONeHKHU BJIHHHHA ÖeCKOHEYHOTO PANA PABHOBEIIHKUX U PABHOOTCTOAINNUX KPYTIIbIX 
2 OTBepcTuä Ha pacıpeneleHMme HAaupsAKReHHÜ B HEOTPaHNYeHHOÜ CKPYUCHHOÜ ILTACTHUHKE 
+ PaccmaTpuBaeTtcH IpuH IHOMOINN TeOopuM TOHKUX UWIAACTHHOR Kupxrobda-Ilyaccona. Hıa 
Br ° ONpepeJIeHHA HApaMmeTpoB, CONeP>KAmIUXCH B PEIIIEHHN, IPHMEHAETCH HCYMCHIEHNE BO3MYINCHHÜ. 
2 la HeKOTOPEIX YACTHBIX CIYy4aeB NAMTCH UMCHEHHBIE Pe3YJIbBTAThI. 

& L 

f 1. Introduetion 

E As is well known, on the problem regarding the stresses that arise when a perforated or 
- notched isotropic plate is bent by transverse couples, a large number of investigations has 


been already carried out. In most of these investigations, howerer, the plate is regarded as 

infinitely extended in two dimensions and weakened by an isolated hole. It is clear that the 

solution thus obtained gives the correct features of stresses in a plate of finite extent, only when 

the dimensions of the hole are negligibly small in comparison with those of the plate. Therefore 

it is important for some practical cases that the influences of adjacent boundaries on the stresses 
in a perforated plate are estimated numerically. 

The theoretical solution has been given for the problem in cases of transverse bending 
and twisting, when the plate is cut out by two symmetrically disposed hyperbolic notches [1, 2]. 
The problems have been solved recently for a strip with a circular hole mid-way between two 
straight boundaries [3, 4] and for an infinite row of circular holes in a bent plate of infinite 
extent [5]. Further, the effects of the proximity of a circular hole and a single straight boundary 
[6] and those of semi-circular notches and the straight edges in an infinite strip [7] have been 
discussed. 

In the present paper, distributions of stresses in an infinite plate containing an infinite 
row of equal and equally spaced circular holes under the state of pure twist are studied by the 
use ofthe Poısson-KIRCHHOFF theory of thin plates[8]. 
The method of perturbation is adopted for deter- 

_ mining the parametric coefficients contained in the 
solution. 


2, Statement of Problem 


We consider an infinitely large thin plate of 
isotropic, elastic material and take its middle plane, 
before twisting occurs, as the x, y-plane. The plate Fig. 1 
is to be perforated by an infinite row of holes of 
radii a(< b) with their centers at the points (pb, 0), p being any integer or zero (Fig. 1). We 
shall also write 


and define subsidiary variables by 
Dez: ee 00, 110, BO ee (22): 


Er u  e arkeh 
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The plate will be considered subject to the limitation of the Po1ssoN-KIRCHHOFF theory of 
thin plates. Then the differential equation for the transverse deflection w is given as 


DPVfew ag). ; a can so re (2.3) 


where qis the load per unit area applied to the surface of the plate, and Dis the flexural rigidity 
of the plate. Y7? denotes the Laplacian operator referred to & and y. In Cartesian coordinates, 
the bending moments M,, M,, twisting moment My, and shearing forces Q,, Q,, all per unit 
of arc lenght, are expressed as follows; 


w w u w w 
Mt a) Mt) 


ow d 0 
nn ge v2 w), == DEM 
En Dtm 0 a 


BR er 
My=DiU=») 


The subscripts x and y refer to the action on the sections x = constant and y = constant, respec- 
tively, and » is the Poısson’s ratio of the plate material. 


In the polar coordinates defined previously, Equations (2.4) are transformed into the 
following, for actions over the sections r = constant and © = constant, 


2 
Mor + (2a + ll Monat ew EL 


or? rer " 790% rör ' 700% or? 
ow dw de e Bar 
M == ee oe u —n = — —— 2 zz — no 2 
Ne) F ör &O Be Or en Wu), 0e Dr co ie 


With these formulas and notations, we shall seek the solution for the case where the plate, 
free from lateral loads, is twisted by a uniform twisting moment M,, = H, at infinity. Here, 
all the rims of holes are supposed to be stress-free. 


3. Method of Analysis 


Since the plate is free from lateral loads, q is equal to zero; wis then a single-valued plane 
biharmonic function. If there is no hole, the deflection of the plate under the state of pure twist 
can be given by 


W=-— —Us Heinzmann 2 a2 re 


w, leaves stress resultants of the same amount on all the holes. To satisfy the stress-free con- 
ditions at the rims of holes, we shall introduce some series of biharmonic functions. Owing to 
the uniformity of the fundamental stress distribution and the periodical arrangement of the 
holes, it is clear that these additional functions are to be periodic in x with period b so that the 
tractions on all the holes are alike. 


‚.. The biharmonic functions having the characteristics aforementioned can be derived by 
differentiation from a fundamental function log sin zZ [9]. Of these, the following are required 
for our present purpose. 


I } Im d* oe 
MT (2s— 1)! de, 008 sınzö)|, 


j d Aue 
w#2n Re: (log nnd], nn. (82). 


I. 


m 1 ee 
V„=T,-:+2n as gl Re — (ogsinad) 


de? 


Expressing these functions in terms of polar coordinates, the following series are obtained. 


& 
T,, = 07*"sin2s.0 — 3 ?"o,,0?"sin2n®, 
n=1 


re AR 


oo 
FReER -(28 2) cındc 2 2 P 2 1 
ve sin 25 0 — Y (ße, — "ya, 02) 0?" sinn © 
n=1l 
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where 
2n+2s—1 
2 3 Jan 


2n DS), 
2 5 Jona, 20, 


ana 
ul ea Janis, une 209: 


oo 
NAE=PI 
Kt 


Now, combining these functions, the required function which expresses the deflection of 
the plate may be constructed in the form 


HS 
v=W+ DA a Te tr ee A ae (5) 


where /,, and g9,, are parametric coefficients to be determined from the boundary conditions 
at the rims of holes. The corresponding stress resultants are 


M,„IH, = —sin20 —- Yh:|2s@s+N)o=-%:+?sin2s © 
s=1 


— I m.|as—1(2s+2——)e®"sin2s | 
s=1 * > 


4 
= 


— & (2n—1)2n?"a,,0?*"—?sin2n © 
n=1 


en lan y2n2a,,— En n= )(l2n—2 + \ery2. "= ®sin?n 9), 
n=1 


(3.6) 
bV,/H, = 2sin2 Olo — D fss e s®(2s +1)e=-%°+9sin2s © 
s=1 


oo oo 4 e 
+ 3 (2n—1) (2n)?-?"a2,0?""?sin2n 0) — N 99 2; (2s—1) (2:4 een sin2s®© 
n=1 s=1 Fr 


+5 [en—1) (2n)?-2"ß,, —2n(2n + Nl2n—; . \eryes- @le"—sin?n 0) 
n=1 Be 


v 


where 
oM,o 
gr r09 


The boundary conditions at the rims of the holes can be satisfied if the coefficient of each term 
in the above expressions vanishes identically when o =; that is 


2n@n +) @er+9 pp, +@n—N)@an+1—etN) 727.9, 
=; — On = (An — ana 2 Cranı fa SE 2np, ,g2:) 


—(2n + I)@n—1 are van 23 Q2s >» 
| 


( 5 si (Se DE 
2n@n+y)rwrt9p, + @An—N) an +1+Eet)ATt"g, [ ( 
= OÖ (2 n 1) D n,)2 n— 2 3, @ No; las . anf, ,Q2e) 
s=1 
+an+D@n—1—eNar Ymym.g, 21) 
These are equivalent to 
ei! 1 | 1 4n+2 5 
n=— Ant en—Derpun—|[?n 3). j na? Q2n> 5 (3.8) 
Gn=elRö,n — 2neit"r2p„+@n+leii"gn 
where Ö, „ means KRONECKER delta and 
Bey, ZU) + 9... 89). 
Pan = 2 Cash. + Peso), n= 2 "Ya: ( 
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4. Determination of Parametrie Coeffieients 


i i ici from Equations (3.8) 
In order to determine the parametric coefficients fgn- Jam» Pan and g2n 
and (3.9), it is rather convenient to use a method of perturbation in which A and e are the per- 


"turbation parameters. sy, 
Now, we shall seek a solution to Equations (3.8) and (3.9) in the forms 


© k+1l 
fen = "N ei din +2 zo gp j4n+2k, 
ig 


© k+l a zu y 
gan DV ER dm + I gl) er an+2k—2, Te 
k=1p=1 
6% k 6%) k . -. 
5’ k) gp 2 k a: (») » 72 
Dan =2 PR ePAH, Gen =2 2 erh 


where Oo, dgW, pm, gl) are independent of A and e. 
Substituting these expansions into Equations (3.8) and (3.9) and equating the coefficients 
of the same powers of A and e on both sides, we obtain 


= —z, Be In ala ke 
A 2 ON A A ar 
Dan Dem, = — ann. nr 
pe) — ang, DD + 2nB, DIN, ga) = np, gl ra RE (4,5), 
N 2 
mie = (An—1) erone er ze ]e Ygik- a DE), Br 
MM = —2n @-YDpM L2n-+1) PUgle — y, (k>2) 
2002 — 5 2 Nx, s a En 3 2 "0: (Dgik — 28-+1) : 
55 = . (4.7), 
ya (k > 3) 
where 
Be v _ SID IE 
Se: (k— 12 odd. 


With these equations the coefficients in the Series (4.1) can be determined successively for 
EUER 

Naturally, the foregoing method of solution is valid so far as the Series (4.1) are convergent. 
For brevity, no proof of convergence is pursued here, but numerical computations carried out 
indicate that the Series (4.1) truncated after the seventh term give practically satisfactory 
results for the case of A < 0.25. 


5. Numerical Examples 


The foregoing solution will be worked out in some detail. The caleulation of @/®, dg@) ,. 
is carried out until k = 6 and p = 7, but their values are not shown here for brevity. It is now 
a simple matter to calculate the deflection and stress resultants in the neighbourhood of a hole. 
Substituting Equations (3.1), (3.3) and (4.1) into Equation (3.5), the distribution of the 
deflection along the rim of the hole (o =) is given by 


(w] H, a: (14 Yo 20 | ee) en iv Jan+2k—a in2n® 51 
o=i >= re > 2 R - ae STE SP ang 0. 
Dil») 2 Kell Du ; 0.1), 
where 
7 — (P)f(k) k == 
W 2, Km Te ft N + mg, ) m np) -I- ge: LS ee re (5.2). 


From this, the defleetion for the case of an isolated hole (A—0) is easily found to be 


H,a 1+8 
Dim 


which is the same as that obtained by GooDIER [10]. 


[w]) 0 = 


sin2 9 "ARD ZH Braa „ 0 


Dt. 
lue in the case of a single hole. 


ng the of ne hole, i. e. [Mo], is most Ara and a n Since Mr=0 on the 
1, [Me)- -ı iS given by 
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Substituting for 92%, Q2n, the expressions given in 
Equations (4.1), we have 
[Mel = H, [2 (1 Tr sin2 © 


© co %k+ 
AEHD!, Di 5 M, Ep Are er sin2n 076.5), 
n=1k=1p=0 
where 
M„»=2(2n—1) (wi +Dglk) — Og@)] 
— 2(2n +1) [P +Dgk—D — @gk— 9] (5.6). 
In the case of A — 0, we obtain 
[Meai-o =2H, 1—8)sin2@ .. (5.7) 


which coincides with the value obtained previous- 

ly [10] and has the maximum at the point © = 45 deg. 

The distributions of[M 3], - , are calculatedfrom Equa- 

tion (5.5) and shown in Fig. 3. In this case, the maxi- 

mum value of [Mg], -, occurs at © more than 45 deg. 

This shift is remarkable when A becomes greater. But Fig. 4 

asis shown in Fig. 3, the difference between the value 

of maximum [M)], - , and the one at the point © = 45 deg. is very small. Hence the latter may 
be considered with sufficient approximation as the maximum. The value of Mg at the point 

(e=4A, 0 = 45 deg.) can be expressed from Equation r r in the form 


u I nn ie VATER 
Ta [Mash 


[Molr, 4: = H, : (1— e) +2 == nd 2 ee na er N (3.8) 
1p=0 
where 
Ms,» = 3 1)‘ Me EEE RN FE REISEN (5.9) 
and m 
SEI fern 
(k —1)/2, odd. 


Taking A = 0.15, 0.2 and 0.25, the values of [Mo].-:, 0-45 aes. are calculated numerically for 
various values of», and the results are shown graphically in Fig. 4. The maximum value of Mg 
decreases rapidly when A increases, and for the same value of A it increases with v. 


 consid at the va Iue of maximum [wlr 
ee re ER decreases, when Ai increases, in com- 


ay discuss the distributions of stress resultants in the plate. The bending couple 
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Numerical Solution of Boundary Value Problems 
By J.R.M. RapoX *) and R. F. MERRIL**) 


Viele physikalische Übergangserscheinungen werden durch Differentialgleichungen beschrieben, die 
— unter der Voraussetzung hinreichender Glattheit — gestatten, aus der räumlichen Verteilung der jeweiligen 
Variablen deren höhere Ableitungen nach der Zeit zu berechnen. Eine explizite Methode, die von einer end- 
lichen Anzahl derartiger höherer Ableitungen Gebrauch macht, wird für den Sonderfall einer eindimensionalen 
Diffusion in einem begrenzten Gebiet mit Strahlung ins angrenzende Medium genauer untersucht. Es werden 
Bedingungen dafür aufgestellt, daß die Differentialgleichungen und die entsprechenden Differenzengleichun- 
gen. miteinander in hoher Ordnung verträglich sind, und es wird gezeigt, daß diese Bedingungen einen Ab- 
brechfehler hoher Ordnung garantieren. Die Befriedigung der Grenzbedingungen wird durch eine rechnerische 
Methode erreicht, die sich auf die zeitlichen Ableitungen der Grenzbedingungen stützt und der Spiegelbild- 
Methode analog ist. Für vier Probleme werden numerische Resultate mitgeteilt. 


Many transient physical processes are governed by differential equations which under sufficiently smooth 
conditions permit the evaluation of higher rates of change of the process variables from their space distributions. 
An explieit method, utilizing a finite number of such higher rates of change, is examined for the particular 
problem of one dimensional diffusion in a bounded region with radiation into the adjacent medium. Condi- 
tions of high order compatibility between the differential and corresponding difference equations are established 
and shown to ensure a high order truncation error. Satisfaction of the boundary conditions is achieved by a 
numerical analogue to the method of images, based on time derivatives of the boundary conditions. Nümerical 
results for four problems are presented. 


Mnorne IIepeXoJHbIE PH3HYEcKUE IPONCCCH NONUNHFTIOTCH NUdhepenmmansHugım yPaBHeHNAM, 
KOTOPBIE IIPM JLOCTATOUHO TIIAJIKUX YCHOBUAX HOMYCKAIWT BbIUHCHEeHNE BbICHIHUX IIPOH3BONHBIX 
BO BPEMEHN NU3 UX IPOCTPAHCTBeHHOTO pacnpenenenun. HekoTopbii ABHLIÄ MeTon, HCNONB- 
3yIOIMM KOHEUNOE UNCHO TAKHX UPOHSBONHBIX IIO BPEMEHH BBICHIETO HOPAMKA, UBYYAETCH IH 
TacTHoTo cıtyyanı mppyaun B OAHOM HANpaBıeHnmM B OTPAHNyeHHoN O0NacTu ıpu Hasımymn 
HUSIIyIEHHA B COCEJHIOIO Ccpeny. Llasıee YCTaHaBiImBawTtcH YCHIOBUA COBMECTUMOCTH BEICOKOTO 
NOPAAIKA MERIy AMPPepeHmmanbHBIMN MH COOTBETCBYIOIIMMM PABHOCTHLIMH YPaBHeHusMu u 
NORASbIBACTCH, UTO HTH YCHOBUA OÖecHeyuBamwT MANOCTb BEICOKOTO TMOPANKA OIUMÖKN, 
BOSHUKAIIMeh IpM yUPOIMeHNM ypaBHeHuA. VNOBIeTBOPeHNe KpaeBbIX YCHOBHÜ o0ecmeun- 
BACTCH IIPM TIOMOLM UNCHIEHHOTO METONA, AHANOTUUHOTO METONY OTPAKeHMÄ M HCXONSIIIETO MB 
IPON3BOJHBIX KPAeBbIX YCIOBHÜ IO BpeMeHn. 


‚a 4ETbIPeX 3aNayu NalmTcA UMCHIEHHLIE Pe3yJIbTATbI, 


*) Now Professor of Applied Mechanics, Polytechnie Institute of Brooklyn, Brooklyn, N. Y. 


**) Shell Development Company Emeryville, California. 
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. 1. Introduetion 


Numerical solution of partial differential equations governing such processes as diffusion, 


_  wave-propagation, flow through porous media, etc. is of vital importance to fundamental studies 


as well as to engineering applications. In physical terms, the solutions of problems arising in 
connection with such processes represent predictions of the time histories of space distributions 
of process variables, based on initial data and possibly constraints at the boundaries. In most 
practical cases, the pertinent equations are nonlinear and their linearized versions do not always 
render good approximations. In view of these circumstances, one of the most important objects 
of numerical analysis is the development of numerical methods which may be readily applied 
to problems of the above type, irrespective of whether the equations are linear or non-linear 
and whether they refer to one or several space dimensions. 


In reference [2], which deals with the solution of initial value problems for parabolic 
equations, the first step towards the above goal has been taken. This work was independent 
of an investigation by F. Jomn [11] who arrived by different reasoning at some related results 


for the negative heat equation. The present report extends the ideas of the earlier report to 


boundary value problems, again using the simple diffusion equation as test case. 


The general principle, underlying the earlier and the present report, utilizes the fact that 
sufficiently well behaved processes may be more accurately predicted by consideration of higher 
rates of change, i. e., of higher order time derivatives of the process variables. In this sense, 
the present approach leads to step by step numerical simulation of the physical process and the 
solutions of the mathematical problems are obtained in the form of functions with sectionally 
continuous first order time derivatives. 


Two basic criteria, in addition to those stated above (extension to several dimensions and 
to non-linear equations), influenced the development of the method. Firstly, it was to be self- 
starting in the sense that the data required for the evaluation of a special case of a problem were 
not to require preliminary processing by some other numerical method. Hence, the mathe- 
matical formulae were not to involve more than two adjacent time stages. Secondly, it was to be 


explicit, so that the prediction of a value of a variable at some space point was not to involve 


the predieted values at other space points, but only those at the preceding instant of time. 


It will be clear that these additional criteria are mathematically quite restrictive, although 
from the point of view of storage economics in high speed computers they are desirable. In 
particular, they exclude the use of implieit methods with the inherent necessity for the solution 
of systems of simultaneous equations. 


2. Difference Approximations of Partial Differential Equations 
2.1 Truncated Taylor Expansions 
Let it be required to study the solution of the equation 


au Au 
=. ab. 
ot 0x% ( ) 
in the vicinity of a given state 
ee a 2) 


corresponding to the time £ = 0 where a, b may be finite or infinite. Assuming the solution to 
have at least 2 5 continuous derivatives, one can write 


A (ou + O(1+1) (213) 
nn zu), ee ee ae SEN )5 
and hence, using (2.1.1) and (2.1.2), 
vi (ou Bu daif 
= — |; PEN — — +0)... 0. 0. (21.4). 


Depending on the error &, permissible in any particular case, the expansion (2.1.4) will be valid 
for some range 


Mer I 0 END WITTEN. 
Reformulating (2.1.4) 


u(z, t) — u(z,0) u t [u 
RELIE — a 7 et) Dee... (2.1.6) 
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and letting {— 0, one arrives at the differential equation (2.1.1), as was to be expected. However, 
this suggests that (2.1.6) may be generalized to read 


u(z, D) — u(,0) [Au bar iu Baitaichin DEN 
een) Sarnfgil,tan. in 


re the constants A; replace the Taylor coefficients 1/j!. This procedure does not change the 
ae value of (2.1.7) 1b {— 0, but it affects higher order time derivatives of u(z, f), which 
are no longer equal to the corresponding time derivatives of the partial differential equation 

st—0. 4 N . 

t Equation (2.1.4) permits the prediction of space distributions u(x, 4) at time ton the basis 
of the given distribution /(«) at time {= 0 in the form of polynomials in t with coefficients which 
are functions of x. For sufficiently well behaved initial data f(x), this expansion may be shown 
to hold over larger ranges of t as ß increases. 


2.2 The Difference Equations — High Order Compatibility 


In many practical cases, the analytic differentiation of the given initial data, as required 
in (2.1.4), is impossible and it becomes desirable to evaluate these derivatives by numerical 
methods. Using the following notation for central divided differences 


ya) = la +20 +pe@— hd), 


Aa at) = Arnd, mal Bene nern Te (2.2.1), 
and the backward divided difference | 
A, pl, d) = B LE un Ye) 30 1) (2.2.2), | 
one finds analogous to (2.1.7) 
A, od) = AR pl, t) + ZA, KASSE d+OkP). ... . . (2.23) 


where p is an approximation to u and the initial data refer to an instant f. 


The expansion (2.2.3) will now be interpreted as a difference equation and the relationship 
of its solution 9(z, it) to the solution u(z, £) of the original equation (2.1.1) studied. One method 
of assessing the degree of approximation achieved by the solution p of the equation 


B 
Ad = Ayad LAT AED. nn... . (2.2.4) 
| 


obtained from (2.2.3) by omission of all terms j > ß is by substituting in the difference equation 
the solution u of (2.1.1) and thus obtaining an estimate of the truncation error. 


Instead of determining the truncation error from (2.2.4), it is simpler to rewrite (2.2.4) by 
use of the definitions (2.2.1), (2.2.2) in the form 


+B 
Yat+k)= 3 G(ARole+rkh) =. Tr 
r=—ß 
with 
y B, [24 k 
Ch(A, R) = 3 (— 1)etr ) RB, A, All; R=-—... (22,6), 
ur ur h? 


and to substitute u in (2.2.5). In this way, one finds for the truncation error 


+ß 
ut +M)— 3) CHA,Ru@+rht) 


r=—ß 


w 8 ut HR ij? —— an 
BZ hr 20 anf (a), +0 ) 22.2227). 


The difference equation (2.2.5) is of the type, studied by F. JoHN [7] and the results ob- 
tained there apply directly to the present problem. In particular, Joun establishes in his paper 
the compatibility conditions 


Ri +ß R r23 R +ß 
17 2, 9@m = TU Dramo ea) 
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and it is readily seen that the first two of these conditions follow from (2.2.7) in the case that the 
truncation error is to be of order h?. In the general case when a truncation error of order h2# is 


desired, it follows from 2 2.7) that the coefficients C5 must satisfy the conditions of high order 
compatibility 


Ei +B i r23 , 
TTS Chang m De Of ee 
Since by (2.2.6) the coefficients C} are symmetric, i. e., 
ne Ts an pe nee (2.2.10), 
these equations involve 8 + 1 independent coefficients Cr, r = 0,1, ‚ß as well as the mesh 


ratio R, so that they determine the coefficients C, as functions of R. However, by (2.2.6), 
only (®? — 1) of the C} are linearly dependent, since "they involve only (# — 1) arbitrary coeffi- 
cients A,. This result is confirmed by the fact which is readily verified that the coefficients 
(2.2.6) satisfy the first two compatibility conditions (2.2.9) independently of the choice of the 
coefficients A,. 

The ee of the system (2.2. 9) for the coefficients C; will now be discussed. The highest 


power of R ocurring in that system is RP and hence the ee C}; can only be WUNEIIHLELS 
in R of order < f: 


= ya: . a. Es OOND 


Substituting for C} in (2.2.9) and comparing coefficients of powers of R, one arrives at the 
following system of equations for the (ß + 1)? coefficients y,: 


ee ur 6 re Naar wii aaa 


where ö} is Kronzcker’s delta. For fixed I, one has (# + 1) equations j=0,1,...,ß, only 
the Ith of which has the non-zero right-hand side [(2 D!/2 Il]. These ß + 1 systems of equations 
have the same VANDERMONDE type matrix 


17 Pe n i . 1 
Oe92, 32 2 
Ei h Be 
M=|. ä ? 5 5 4 { 3 rider a 
De BEN. Amen Bes 
with the non-zero determinant 
B ß ß 
MI=Z2R—-YWIAR—-DUIP—9...(®—(—V’. . . . 2.2.14), 
j-2 j=3 j=4 


so that they determine the coefficients y,; uniquely. 


Denoting by M;,, the (j, I) minor of the determinant ||M]||, one finds by Cramer’s rule 
from (2.2.12) 


(21) Moı 
= — 3 BE DAWPETFR 
ha DB 
(2 D) M,ı EN a 


DEN, Zei] T, 
since it follows from (2.2.13) that 
M;. = IM] 


Hence only the polynomial for C} has a constant term. Substituting for y,, in (2.2.11), one finds 


! 
2% MR, 


er iz 
. (2.2.15). 
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i ici j ich is most convenient for numerical 
While the coefficients C7; oceur in the formula (2.2.5) which is most co 

computations, it is of are discuss briefly here the coefficients A, which replace the TAYLoR 
coefficients 1/!! when the analytic derivatives are to be replaced by divided differences. In terms 
of the A, the high order compatibility conditions (2.2.9) take the form. 


Pr ßB 
M-NYRAS=0, er 


J zei 
with 
ON 1)E+1 K23 % (2.2.17). 
anal a 


The coefficients S for ,j=1,...,10 are given in Table 1 which shows that the matrix of the 
system (2.2.16) is triangular and non-singular. The coefficients A, can be determined from this 
system in a step-by-step manner and the first few are given by 


A=1, 

N 

As= lat Er sn Yan, KR 
Au; 1 er Er 


1 Bee erg 4 A 
As= rt a 


N 


Finally, an interpretation of the condition of high order compatibility will be given. Tt has 
been pointed out in section 2.1 that after the replacements of the Taylor coefficients 1/l! by ar- 
bitrary coefficients A, the time derivatives of the Taylor expansion no longer tend to the time 
derivatives of the differential equation as 2—0. In the case of the difference equations, the 
above expressions for the A; insure that all difference analogues to the time derivatives of the 
differential equation up to order £ tend to the corresponding differential equations as A—0. 
In fact, (2.2.18) shows that A, > 1/!!ash—0. 


FE EEE OR 


[ for „Cl, 
Tablel.Ö=1 2 2/21 
ı — ])e+ık2j, 2.1.6 
nr zle)D ie 
= 1 | 2 Erz nn 7 7 ann Dee wer 2 
| | | 
ER 8.33333 | 2.77778 | 4.96032 | 5.51146 | 4.17535 | 2.29414 | 9.55896 | 3.12386 \ 8.22057 
| L0z& Sa RL %10-2..1 210% x10-U,1. x1072821 72 1030 710 
2 l ı 1.66667 | 1.25000 | 5.62169 | 1.70855 | 3.75781 6.26417  8.18889 | 8.61986 
| %104 7) 210 LI 10-5 10-7 10-8 10-2 | x108 
3 | 1 | 2.50000 | 2.91667 | 2.11640 | 1.07473 | 4.07723 | 1.20533 | 2.86117 
| x10-1 x%.10>2 x 10-3 x104 x 10-8 x 10710 
4 | | l ı 3.33333 | 5.27778 | 5.29099 | 3.77811 | 2.05011 | 8.80955 
| | x10-1 x 10-2 10 x10 xI095ch K110i 
Des) | l 4.16667  8.33333  1.06647  9.82424 | 6.94878 
| F x 10-1 x 10-2 x10-2 x10# | x10=# 
6 | l 5.00000 | 1.20833 | 1.88162 | 2.12383 
| x 10-1 x 10-1 2 ei ee in 
7 | | | 1 | 5.83333 | 1.65279 | 3.03238 
B ii | | IE: 10-1 x10-1 | x10-2 
| | 1 6.66667 | 2.16667 
! | | | | x10- | x10-1 
| | | 1 7.50000 
| | =: 
u | | | x10 
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on prineiples, analytic continuation or the metho mages. 
nerical methods will be used here, in preference to the BuRean a 
$ ren with the Be SEEN 2 the Aotation.; 


u+ en =0 SE ME Wen a 


will be discussed which for c—0 and c — oo reduces to the SITE partieular ı cases 
k- ä R ou 
Aue 2 r u=0 D ex =0 D 
respectively. Since these boundary conditions are independent of time, repeated differentiation 
with respect to time and utilization of the differential equation (2.1.1) leads to - 
lu oaltlı 
a aan = ı=a, l=1l2.....2..0233) 


It will now be shown that by use of (2.2.1) and (2.2.3) the known values of the dependent 
variable u may be continued outside their region of definition in such a way that the finite 
difference forms of these boundary conditions and their derivatives are satisfied with truncation 


errors of order R2. 


Dar > ” 


Kae ide a au a ap) ul cin 
( ’ \ 


in 
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Sir 


Since the boundary condition (2.3.1) and its time derivatives (2.3.3) involve odd order 
derivatives with respect to x, some attention has to be given to the question of extending the 
definitions (2.2.1) to odd order difference derivatives. For the present purpose, the following 
definition will be found convenient: 


4,9%, Ü) 3/4 r(? ) - Mole, h, )) 


=. W@+hd—pg@—hh), 


Du 0.102 22 
It is clear from the definitions (2.2.1) that the inclusion of the term 42 9 in the difference 


. (2.3.4). 


| equation (2.2.3) assumes in the neighbourhood of the boundary knowledge of T; valuesp(a-+jh,t), 


j=1,2,...,ß beyond the boundary point a of the region of definition © < a of g(@, ). The 
difference analogues of (2.3.3) and (2.3.1) 
Ayo, +eltio,)=0, z=a, 1=01,...,ß—1... 235) 


permit the determination of these additional values in a step by step manner. Before Pakt 


„the explieit formula for these additional values, an estimate for the truncation error involved 
in (2.3.5) will be obtained. 


It follows directly from (2.3.4) that 


2m+1 9 9) ey] E 
Armee = ma retmtı—nng a0), 


m+1 
and hence, in terms of the Siutich of the differential equation (2.1.1) satisfying the boundary 
condition (2.3.1), one finds from (2.3.5) 


o2ku 
AR ua, D) + c 42H! u, t) = PR h2k se) 


=4a 


- IM: ren sl Logmar-n .. (23.7) 
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where the coefficients S?, are the same as defined by (2.2.17). Since 12 \ 
0f <m, 
sn — or n m 
lforn=m, 4 
and u satisfies the boundary condition (2.3.1) and its derivatives (2.3.3) to any required order I, 
it follows from (2.3.7) that the truncation error is given by \ 
PAREN c 021431) ° | 
AR! ua, d) + ce A2ltlu(e,t) = RM Is are + Tr1 sh IEETuE Och) (2.3.8), 
which indicates that it is of order A? independent of I. Din 


For the evaluation of the dependent variable outside its region of definition, one has now 
by (2.3.5), using (2.3.6) and (2.3.1): 


Ih 2 e 
Pla +l+Dhd=-— Ic" | 


21+2 a 
“ ee )p@+a+ı—nn i) (2.39), 
Eu Bd re 


+) via tin 


from which follows for ce = oo: 


la DR9EI mm k ; 5 © we pla+td+1—Dht) (23.10). 


je 
For c=0, one finds directly from the differentiated boundary conditions 


21 N , 
po(a+!hth = ei ie 3 )r ar =NnD . un (2.3.11). 
j-1 
It is readily verified that (2.3.10) is equivalent to 
pa + Ihydola Slhdi De (2.3.12), 
while (2.3.11) gives 
o(@a+IhHd == ala—Iih Di 2 EEE (2.3.13). 


It will now be observed that the above order of the truncation error refers to the deri- 
vatives of the dependent variable u, so that, as far as the variable u itself is concerned, the 
presented method of satisfying the boundary conditions does not lower the order of the truncation 


error inside the region of definition of the unknown function which must be superimposed onto 
that at the boundary. 


3. Applieations of the Method 


To the authors knowledge, the most extensive numerical study of the classical explieit 
method (3 = 1), available in the published literature, is reference [10], which presents a com- 
parison of numerical results for various values of the mesh ratio inside and outside the stable 
range for the simple diffusion equation with . 


u2,0)=L, —ı <a<L, 
u—1,9=u+19=0, t>d. 


The choice of this test problem, as will be seen below, was not in every respect a fortunate one, 
because it involved the additional complication of a discontinuous initial distribution. The 
numerical results, given below, also include this particular problem. 

It will be shown below that there are three basic sources of error in the application of 
explicit methods: truncation, rounding off, perturbation of the initial distribution. In order to 


demonstrate the effect of these sources of error, the following four boundary value problems for 
the simple diffusion equation (2.1.1) have been solved: 


7 
I u(x, 0) = cos ak u—l,)=u4-1Dd=0, 
II u(x, 0) = cos = Du: a em 1,9 =0, + L9d=G 
III u(2,0) = cos x, u, ar 0 
2 oXx 0X j 


IV u, 0) al, Melle  =Uu+ IH =V0. 


r . gworkfie following sections discuss the degrees of approximation rendered by the explicit 
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_ method with various combinations of the parameters ß, R, h by comparison with the exact 


NER LT FRONT! 1 Ein a a nn " 


PETTELETN 


‚solutions. This discussion is preceded by a summary of the machine program and an explanation 


of some of the special features of this program which were occasioned by the incompatibility of 
boundary and initial conditions in Problems II—IV. 


3.1 The Machine Program 
The explicit method of this report is described by the formula: 


+B 
ee MIA ee (Stall 


There are two basic alternating stages to the numerical evaluation of this formula in the case of 
boundary value problems. The first stage is concerned with the continuation of the distribution 
of the dependent variable o(z, t) beyond its range of definition, using the method of section 2.3. 
On the basis of (2.3.12) and (2.3.13) respectively, this method leads to the following formula 
for the boundary point x = a: 


po(a+trh,)=—yla—rht) for uad)=0, 
p(a+rhf)=p(a—rh,t) for a, . - 8.1.2), 


with 2 1, 258.58; - 

Once the extended distribution of the function g(x, f) has been computed from (3.1.2), 
the second stage of the explicit method proceeds to the evaluation of the predicted distribution 
9(&, t + k), using (3.1.1). The coefficients C7, the initial distribution @(z, 0), the space interval h, 
the degree of compatibility $# and the mesh ratio R constitute the main data to be supplied as 
input to the machine program. 


Above reference was made to the various sources of error, inherent in the explicit method. 
In particular, the analytic incompatibility of the initial and boundary conditions leads to what will 
here be called perturbation of the initial distribution. It will be noted that the initial conditions 
for Problems II—IV violate the boundary condition at one or both boundaries = + 1. On 
the other hand, the method of continuation of section 2.3, summarized for these particular pro- 
blems by (3.1.2), assumes that the boundary conditions are also satisfied for {= 0. Hence, the 
initial distribution, extended to points outside the region of definition of the solution, differs 
essentially from the initial distribution of the original problems. 


In fact, since these changes in the initial distributions are confined to the intervals of 
width 2h surrounding the boundary points, it may be concluded that this effect will decrease 
in order of magnitude as h becomes small, the error being of order h? on the basis of the results in 
section 2.3. For this reason, the final machine program, used to obtain the numerical results 
of this report, was designed to permit application of small values of h during an initial stage. 
Subsequently, the main stage of the computation proceeds with a larger space interval h which 
leads to full utilization of the high order of truncation error feature of the explicit method deve- 
loped above. 


A flow chart of the machine program is shown in Figure 1. The machine times quoted 
later on for various approximations refer to this program. It should be noted here that a more 
economical version of this program is in preparation and that the times given in this report are 
by no means the best possible ones. In fact, some of the larger times, given for Problems II—IV, 


- were due to the fact that the initial stage with small space interval h involved more time steps 


than would have been necessary to reduce the error, arising from the perturbation of the initial 
distribution. 


3.2 Problem I 


The exact solution of this problem is 


nı? 


7 en s 
I - Eee Dee (3.2.1), 


and it is readily verified that the initial and boundary conditions are compatible. For this 
reason, it will be expected that the numerical solutions will render the best possible approxi- 


mations. 
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be noted that a remarkable reduction in the ru 


In Table 2, the various combinations of f, Rh, y 
together with their maximum errors and the running times on the Datatron Computer. It will 
nning times for larger values of # and h is accom- 


panied by an improvement in the accuracy of the approximations. 


Approximations 


Problem I Problem II—IV Problem II | Problem III Problem IV 
B R 7 Running Times | Max Error Running Times Max Error | Max Error | Max Error 
(Min) (%) | (Min) (%) (%) (%) 
rn 59.45 | gx10-s | ER — 
2:05:02 8.61 9x104 | 14.22- 2.4x10- | 3,3x10-4 x10- 
205 04 1.65 2x10- | 23.48 ee 
0.4 „286 2x10 | 3.4 3.3x109 | 3.3x10 1.4 x 10-2 
DEE ei 6.38 | 2x10- | 11.85 99x10 | 1 | 53x] 
2]; | x ‚8 9.9; | 4x 10-3 5.3x 10-4 
223 04 1.24 | 4x10- | 22.4 4 x10- ; - 
3 05 01 71.00 4% 10-5 ges: En u 
2 0 x un 1x10-5 16.90 2.6x10-t 3.3x10- 3.4x10-4 
BEE 78 2%.10- 28.3: 2.5 x 10- 3.3%x10- i - 
3.382.901 54.10 3x10-5 | a Kr ae I en” 
2 218. .0,2 7.68 2%.10- = = de 
3 233 04 1.43 1x 10-3 N “2 & 
37 08.01 45.00 3x10-5 = > = a. 
3 0.8 0.2 6.47 4x 10-5 13.39 26x10 | 34x10 | 3,7x10-4 
3 08 04 13 3x 10-3 27.62 26x10 | 3.4x10+ | 2.8x10- 
4 05 02, 1.87 2x 10-3 19.78 26x10 | 3.4x10-4 | 3,5x10- 
€ 0 Eis 2.04 2x 10-7 33.38 26x10 3.4x10 3.3x 10-4 
4 08 02 1.52 7x. 10-6 15.50 2.6x10-4 | 3.4x10+ , 33x10 
0 Er 6x 10-5 32.58 25x10 | 33x104 | 28x10 
2008 2 1x.10-3 22.40 2.7x10-3 | 34x10 | 3,4x10- 
5.05 04 2.20 | 42x10 37.58 2.6x10-5 | 34x10 | 33x10 
= 08 02 5.90 6x10- 17.50 2.6x10- | 3.4x104 | 34x10 
ee) | 6x10- 36.85 2.6x104 | 3.4x10-+ | 33x10 


Read in Data 


BR, ho. 
Initial Distribution 
Boundary Conditions 


Compute Constants 


Test for Print Test for Change h,—h 


Test for End 
Compute Qutside Valves 
Compute New Values 


Fig. 1 


Table 2. Running times and maximum errors (9%) 
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h, used for the approximations are shown 
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; In Figures 2 and 3, the percentage errors in terms of the exact solutions 


u(x, iD) — Ö(z, t) 
u(z, I) 


Yan a 


are shown for x = 0.2, x = 0.6 for the time range 0 < !< 3.%0 at time intervals 0.32 on a semilog 
type of scale. These graphs show that the errors increase linearly with time and that in all but 
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ign. The exception is represented by the approximation = 4, 
R-05 a “> . an Abndosals the changes in sign of the error 
for this approximation are due to rounding off in the last of the eight significant figures, ob- 
tainable by single precison on the datatron computer. 
In most practical cases, the results for $ = 3 will be sufficiently accurate and the number 
of significant figures can be estimated by comparing the .__.. Fate a 
ß—=3 and ß —4 with convenient values of hand R. In Table 3, a few of the numerical results 
are given together with the corresponding exact values. 
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Fig. 3 
Table 3. Comparison of exact and approximate solutions 
E 
Problem I: u(x, 0) = cos = 2, a Ab) ul) 0,8 = 02 
3 B=2, h=02, | $=3 1-02 PFEls BL Henn 
: a R=05 | R=-08 | R=065° | -08 
0.64 0.19606314 0.19609717 0.19606146 0.19606315 | 0.19606338 
1.28 0.040419004 0.040433037 0.040418303 0.040419004 0.040419101 
1.92 0.0083324988 ' .0.0083368352 0.0083322791 0.0083324986 0.0083325290 
2.56 0.0017177696 0.0017189617 \  0.0017177095 ' -0.0017177695 ' -0.0017177779 
3.20 0.00035413351 0.00035443065 |  0.00035410790 0.00035412326 |  0.00035412549 


Problem II: (2, 0) = cos — x 


2, Br, ra 


Pr dx 
0.35006098 0.34996819 0.34998038 0.34998144 0.34998155 
0.22693068 | 0.22694582 | 0.22687397 0.22687323 \ .0.22687327 
0.15265539 | .0.15259725 | 0.15261693 | .0.15261644 | 0.15261651 
0.10285575 | .0.10281662 0.10282965 0.10282940 0.10282948 


0.069306610 \  0.069280315 \  0.069288878 ' 0.069288791 '  0.069288880 
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Table 3. Cont. 


Problem III: (x, 0) = 005%, ed A eg 77372023 


%£rror 


or 0x 
FT NETT ER RE ET Fer A 


Bar Bde P=3,.h-02 | B=4,h=04, | B=5,h—04, 
| Er | R=05 Se -08 | RB=05 R=08 
ae en m EB EB ET ER NT 
0.64 | 0.63723993 | 0.63703729 | 0.637028 | 0.63702684 0.63702656 
1.28 | 0.63662089 | 0.63640982 0.63640930 0.63640674 0.63640669 
1.92 | .0.63661977 0.63640820 | 0.63640743 0.63640527 0.63640534 
2.56 | 0.63661977 | 0.63640820 | 0.63640743 0.63640527 0.63640534 
3.20 | 0.63661977 | 0.63640820 | 0.63640743 0.63640527 0.63640534 


Problem IV: (z, 0) = 1, RTL u— |, Er NE 20.2 


0.64 ' 0.24963533 0.24959494 0.24955103 ı  0.24955172 \  0.24955193 
1.28 | _0.051463074 \ .0.051463702 ı  0.051445226 | .0.051445867 0.051445969 
1.92 0.010609267 0.010611234 \ .0.010605492 0.010605720  -0.010605753 
2.56 0.0021871321 0.0021879177 | 0.0021863355 0.0021864006 \  0.0021864103 
3.20 | 0.00045088383 | 0.00045112399 | 0.0004507167 0.00045073301 | 0.00045073557 


3.3 Problems II—IV 
The exact solutions of these problems are: 


; re = er Per net), 
III j ur,t) = = 1: > PT nn y 

u Em? ee 
IV uch = Dr TE 3 en 


For each of these problems, the initial conditions violate the boundary conditions at one 
or both boundary points = +1. For this reason, all the numerical solutions involved an 
initial stage with h = 0.04. Never- 
theless, the errors due to pertur- 
bation of the initial conditions was 
large enough to over-shadow those 
due to truncation, as is shown by 
Table 2. However, even in those 
cases, since the perturbation error 
depends on the initial space inter- 


0.03 


0.02 Initial h 2, Error val Ah, it is possible to estimate the 
0.04 0.000 334 number of significant figures in the 
0.08 0.007 319 approximate solution. 
0.2 0.008 240 
0.4 0.033 118 h 
0.07 P=3, R=05, 
final h=04 


0 07 0.2 22 0 +1 
Fig. 4a Fig. 4b 


In Figures 4a, b, the dependence of the perturbation error on the initial space interval A is 
illustrated. Apart from a demonstration of the type of perturbation introduced into the initial 
distribution, this figure shows the percentage error of final steady state distributions, which 
are seen to fall on an straight line when graphed against h?. The final value of the exact solution 


is a — 0.63661977 and all approximations are smaller than this value. 
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Since Problem III corresponds to the diffusion of an initial cosine distribution of tem- 


j ith i \ he initial distribution is equivalent 
ture in a bar with insulated ends, the perturbation oft n is equ 
Hi hie: removal of heat. Hence, the final steady state level of the temperature distribution had 


to be expected to fall below the exact value. Wi 

In En practical case, when the exact solution is not known, the number of a. 
figures can be estimated in the presence of errors due to perturbation of the initial 2 ut on 
by varying the value of the space interval h of the initial stage of computation. Thus the TR 
value of h plays here the corresponding role with regard to the perturbation error as ß p Br 
with regard to the truncation error. Table 4 shows this effect for the cases graphed in Figures R 


Table 4. Problem III 
ß=3, R= 0.5, Final h = 0.4 
Various Initial Value of Ah 


t Exact h=004 | = 0.08 h=02 | h=04 
0.64 | 0.63723993 | 0.63702340 | 0.63639848 | 0.63200540 | 0.61621715 
1.28 | 0.63662089 | 0.68640859 | 0.63578184 | 0.63137576 | 0.61553748 
1.92 | 0.63661977 | 0.63640729 | 0.63578050  0.63137440 | 0.61553620 
2.56 | 0.63661977 | 0.63640720 | 0.63578050 |. 0.63137440 | 0.61553610 
3.20 | 0.68661977 | 0.63640729 | 0.63578050 | 0.63137540 | 0.61553610 


4. Conelusions 


The results of this report demonstrate the practical importance of the high order accurate 
explicit method [2] for the numerical solution of boundary value problems for parabolie equa- 
tions. Various new lines of application and future development of the method now suggest 
themselves. 

For linear parabolic equations with variable coefficients as well as for systems of equations 
of the same type or arising from hyperbolic equations, the implications of high order compati- 
bility require further study. So far, the coefficients in the explicit formula 


+B 
P(a,t+N=- 3 GPlk+rhdh 
= — 


were constant. However, in more general linear cases, they will depend on the variables x and { 
and hence their evaluation will have to be effected as part of the general machine program. 
It is thus seen that the program discussed in section 3.1 must be augmented by a third stage 
which deals with the evaluation of the coefficients C5(z, t). Only the second stage of the pro- 
gram, which is concerned with the actual predietion based on the above formula, will be the 
same for all equations, while the continuation of the space distributions of the dependent variables 
beyond their region of definition by means of the boundary conditions and the evaluation of the 
C5(z, t) will change from problem to problem. 
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Iterationen von beliebiger Ordnung 


Von LoTHAR BERG 


Es wird ein Verfahren. zur direkten Berechnung der Iterierten einer gegebenen Funktion von beliebiger 
reeller Ordnung angegeben, ohne den Umweg über die Abelsche Gleichung zu gehen.. Das Verfahren liefert 
ein eindeutiges Ergebnis, das sich durch besondere Bigenschaften auszeichnet. Am Beispiel der Iterierten der 
Funktion ee—1 von der Ordnung 1/2 wird die Konvergenz des Verfahrens numerisch untersucht. Es zeigt 
sich, daß man die Ausgangsnäherung so wählen kann, daß mit verhältnismäßig wenig Rechenarbeit eine 
gewünschte Genauigkeit erzielt wird. 


A direct method not using Abel’s equation is given to construct the iterates of a given function, the order 
of iteration being allowed to take any real value. The method always yields a uniquely defined result distin- 
guished by special characteristics. T’he convergence of the method is numerically investigated for the case 
f= @—1 and order of iteration 1/2. It is found that the initial approximation may be chosen in such a 
way as to obtain a prescribed accuracy with comparatively few numerical calculations. 


‚laertca cmoco6 A114 IPAMOTO BbIYUCHEeHHA UTePUPOBAHHOH JIHO60TO HeÄCTBUTENBHOTO HOPANKA 
AaHHOÄ DYHKIMM, He IIPn6eraA K O0HXONHOMY IIYTuU yepe3 ypasHeHne AdeJIn. ITOT CN0CO6 Haer 
OAHO3SHAYHBIH pe3yJIbTaT, OTIMYAIINMÜCAH HEKOTOPbIMU OCOOBIMH CBOUCTBaMu. Ha npHuMepe uTte- 
PuUPOBaAHHOH PyHKRIMM ex—1 1opAnRka 1/2 YUCHEeHHO NHccNelyeTcA CXOMUMOCTB MeToNa. ÖKAasbI- 
BaeTcA, YTO UCXOAHbIe IIPMÖJIMFKEHHAH MOTYT ÖbITb BbIÖPAaHbI TAK, YTO HocAe CPABHHTEJIBHO 
HeO0JIbIIOÜ 3aTpaTbI TPyAA HA BbIYUCJIEHHA Yike MO5KHO NOOHTCA HKeJlaeMoH TOYHOCTH. 


Durch die Funktionalgleichung 
N Er) MC A re Ze N 


| TO I 7 a BE N EEE TEE [0 
ist jede Lösung y(s, x) für natürliche Zahlen s = n durch die Iterierten der Funktion «(x) 


542, 9(7.0,(8) —8(2(2))2 80,2) — als 1(2)) —alel 8%) 2.) 
eindeutig bestimmt; aus (1) folgt nämlich sofort 
Yin, 2) = nr) . 


Daher wird eine Lösung von (1) mit der Eigenschaft (2) in [1] auch Iteralfunktion von (2) 
genannt. Der Wertebereich der Funktion a(x) muß dabei natürlich in ihrem Definitionsbereich 
liegen. 
Weiterhin ergibt sich aus (1) fürs—=t= 0, daß für diejenigen z, die zum Wertebereich 
von y(0, x) gehören, 
MV, 2 me 2 


ist. Existiert schließlich die Umkehrfunktion 


und die Nebenbedingung 


z=f(u) von u=o(r), 
so ist y(s, x) allgemein für ganze Zahlen s eindeutig bestimmt. Wir erhalten nämlich aus (1) 
y—n,2) = Pat) , 
wobei ß,(x) die n-te Iterierte von ß(x) bezeichnet. 


De 
Ist jetzt s keine ganze Zahl, so zeigt schon der Fals—=, daß die Funktionalgleichung 
AR ee ee) 
mit Y(x) = „(3 ; x) unendlich viele Lösungen hat (vgl. [8], S. 486). Im folgenden soll eine 


Lösung y(s, x) unseres Problems unter einigen Voraussetzungen über die Funktion a(z), zu 
denen insbesondere die Ruhewertbedingung 


a ee a EHE) 


gehört, für beliebige reelle s und x < a konstruiert werden. Dabei werden wir sowohl den Fall 
&'(a) = 1 als auch den Fall a’(a) # 1 behandeln. Das Konstruktionsverfahren liefert von allen 
nur möglichen Lösungen eine gewisse ausgezeichnete Lösung. Bei passender Wahl einer Aus- 
gangsnäherung besitzt das Verfahren außerordentlich gute Konvergenzeigenschaften, die bei der 


numerischen Berechnung nur wenige Rechenoperationen erfordern. > 
15 
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Aus der Gleichung (1) folgt noch sofort 
y(s, yb 9) = yYbYSR)) - ++ 
so daß also die Iterierten einer Funktion miteinander vertauschbar sind. Wir werden weiter 


unten sehen, daß diese Eigenschaft unter gewissen Voraussetzungen auch nur den Iterierten _ 


zukommt. h h 
Insbesondere folgt noch aus (5) fürt=1lundr=a die Gleichung 


y(s a) = a(y6s @)) , u 
so daß y(s, a) gleich einem Ruhewert von a(x) sein muß. Für s= 1 und ein beliebiges festes x 
lautet die Gleichung (1) | 
yd+l)=oly®). 


Ist = n(z) die Umkehrfunktion von 2 = y(t), So erhalten wir hieraus die Asersche Gleichung 
n@) +1=n(&@)) , 


die sonst im allgemeinen den Arbeiten über Iterationen von nicht ganzer Ordnung zugrunde liegt. 
Wir konstruieren hier aber direkt eine Lösung ohne den Umweg über die Ageusche Gleichung. 


$ 1. a(z) linear oder gebrochen linear 
Zunächst wollen wir den besonders einfachen Fall 
o(a)=a+g(e—a) 


behandeln, um dann später die Ergebnisse auf den allgemeinen Fall zu übertragen. Offenbar ist 


die Bedingung (4) erfüllt, wobei x = a für q + 1 der einzige Ruhewert ist. Bilden wir zunächst , 


die ganzzahligen Iterierten von a(x), so erhalten wir 
ne) = at aa. 
Somit können wir erwarten, daß 
ys5)=a ta di Er er 
eine Lösung von (1) ist, was sich auch sofort bestätigen läßt. Die Funktion (6) ist übrigens für 
beliebige komplexe x, s, a, q eine Lösung von (1), die speziell für g = 1 bzw. q = 0 in die äußerst 
trivialen Lösungen y(s,2) = x und y(s, 2) = a übergeht. Die Ruhewertbedingung y(s, a) = a, 
ist für beliebige s erfüllt. 
Aus der Gleichung (6) erhalten wir für zwei verschiedene Argumente x und z 
Em EL 


2 


(M. 


Auf diese Gleichung, in der wir auch q = o’(x) setzen können, werden wir später noch zurück- 
kommen. Nunmehr wollen wir für positive q folgenden Satz beweisen: 


Die einzigen einmal stetig differenzierbaren Funktionen (2), die mit 
(x) vertauschbar sind, d.h. der Gleichung 
lolz)) = ap) » 2 0 0 nn en Be 
genügen, sind im Falle a(&) = x die Funktionen y(s, 2). 
Durch Differentiation folgt nämlich aus (8) wegen a’(&) = q 


PR) q = g pl) 
9) = Pa) = Pl). 


Ist jetzt q7<1, so strebt a,(&) > a fürn — w und daher p(An(x)) gegen einen endlichen Wert. 
Somit ist 9'(&) = c und daher p(x) linear. Im Falle q > 1kommen wir zu demselben Ergebnis, 
wenn wir an Stelle von (8) von der Gleichung A(p(&)) = g(ß(x)) ausgehen. Da a(z) nur den 


einzigen Ruhewert © = a hat, gilt auch y(a) = a, so daß pa) =a+c(x—.a) lautet oder 
schließlich 


und hieraus wegen q > 0 


pa) = y 


In e 

= Br bi 
In g"sR: 
wenn wir diese Gleichung im Falle ce = 0 sinngemäß ir 
gilt offenbar auch für beliebige komplexe q mit | 
q=—-1 nicht gilt, wie im Falle a = 0 die unger 


ıterpretieren. Der soeben bewiesene Satz 
q| == l und gq = 0, während er etwa für 
aden Funktionen zeigen. 


000 EEE EEE Ve VEREIN EN 
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Von den gebrochen linearen Funktionen wollen wir nur das etwas speziellere Beispiel 


A 
1—p(@ — a 


mit o’(a) = 1 anführen. Hier erhalten wir durch Iteration sofort als Lösung von (1) 


a)=a+ 


ve) =a+ 
- mit 


1) 0° 
y(s,ad) =a, ae =1, ed = sp. 


$ 2. Iterationen der Ordnung 4 


Jetzt sei «(x) eine eigentlich monoton zunehmende, stetig differenzierbare Funktion und 
0. <o(a) <1. Dann existiert die Umkehrfunktion ß(y), die ebenfalls eigentlich monoton zu- 
nehmend und stetig differenzierbar ist und für die ß’(a) > 1 gilt. Der Fall a’(a) > 1 läßt sich 
offenbar durch Vertauschung der Bezeichnungen auf den vorhergehenden zurückführen. In 
dem Intervall , <xz <a sei a(X) >x> (x). Ein solches Intervall ist im Falle «’(a) = 
stets vorhanden. 


Wir suchen jetzt im Intervall (a,, a) eine stetig differenzierbare Lösung der Funktional- 
gleichung (3) mit a(z) > Y(x) > x, woraus für c— a sofort Y(a) = a folgt. Auf Grund eines 
bekannten graphischen Konstruktionsverfahrens (vgl. [8], S. 486) gibt es unendlich viele solche 
Lösungen. Wir suchen jetzt unter diesen eine möglichst ‚‚natürliche‘‘ Lösung. Da eine beliebige 
Lösung bei Annäherung an den Punkt x = a im allgemeinen gewisse Schwankungen ausführen 
wird, suchen wir eine Lösung, die sich dem Punkte x = a ‚‚möglichst glatt‘ nähert. Zu diesem 
Zweck betrachten wir den Differenzenquotienten an den Stellen x und Y(x), für den wegen (3) 


Y(r@) — Ya) _ a) — Y@) 


Y(z) — x Y(z) — x 


gilt. Da Y(x) zwischen den Kurven a(x) und x liegt, werden wir für eine ‚„‚möglichst glatte‘ 
Kurve dieselbe Eigenschaft auch für die Tangenten dieser drei Kurven fordern, so daß wir den 
Ansatz 

ax) — Y(@) 


Ya) z MU, @) 


machen. Es fragt sich nur, welche Mittelbildung M im vorliegenden Fall zu wählen ist. 
Durch Differentiation der Gleichung (3) folgt 


Y’(Y(&)) Y’(@) = o/(@). 


Ersetzen wir in dieser Gleichung die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten und 
damit die Lösung Y(x) durch eine Näherungsfunktion y(x), so erhalten wir für diese die Gleichung 


P> 0) —y@) ) ARE 


ya) — = 


Ist Y’(x) eine monotone Funktion, so gleicht sich hierbei der Fehler weitgehend aus, da wir, 
wenn Y’(x) etwa monoton abnehmend ist, Y’(Y(x)) durch einen größeren und Y’(x) durch einen 
kleineren Ausdruck ersetzt haben bzw., wenn Y’(x) monoton zunehmend ist, Y’(Y(x)) durch 
einen kleineren und Y’(x) durch einen größeren. Ersetzen wir in der vorhergehenden Gleichung 
y(y(x)) auf Grund von (3) durch a(&), so sehen wir, daß für die oben gesuchte Mittelbildung in 
erster Näherung das geometrische Mittelin Frage kommt. Somit er rhalten wir die Beziehung 


a EN ee ey, 
ya) — 
Wegen y(a) = a ist diese Beziehung offenbar um so besser, je näher x bei dem Punkte a liegt. 


Wie die Gleichung (7) für z = y(z) unds = : zeigt, ist die Gleichung (10) für lineare a(x) sogar 
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ü i Ä i ligemeinerung der Eigen- 
exakt erfüllt, so daß wir (10) als eine näherungsweise Verallge ; der 
schaft (7) auffassen können. Durch Auflösung nach y(x) erhalten wir aus (10) die Näherungs- 


lösung 
u ER Pe aı). 
1+Yyo’(@) 


Ersetzen wir hierin &’(x) durch x’(a) (was im Falle (6) wiederum exakt möglich ist), so erhalten 
wir speziell für x’(a) = 1 die etwas gröbere Näherung 


yo) =, aa) +2), 


so daß jetzt y(x) als arithmetisches Mittel der Nachbarfunktionen erscheint. 
Die Funktionen &,(2) bilden für jedes feste x aus dem Intervall «, <r <a eine monoton 
steigende durch a beschränkte Folge. Folglich existiert der Grenzwert, der offenbar ein Ruhe- 


wert von a(x) sein muß, d.h. 
imo) =A urn 2 Bene 


Nn—X 


Da die Annäherung der Funktion (11) an Y(x) um so besser fst, je näher sich das Argument bei a 
befindet, nimmt die Annäherung der Funktionen y(a,(x)) und Y(a„(x)) aneinander mit wachsen- 
dem n zu. Andererseits sind die Funktionen Y(x) und a„(x) als Iterierte der Funktion a(&) 


wegen (5) miteinander vertauschbar, so daß a,(Y(x)) = Y(a„(x)) oder Y(x) = B.lY (&(2))) 
gilt, da ß,(x) die zu &,(x) inverse Funktion ist. Somit ist folgende Behauptung naheliegend: 


Y(x) = lim Balyn®))) u a 


wobei y(x) die durch (11) definierte Funktion ist. Den Beweis hierzu werden wir später unter 
gewissen Voraussetzungen nachliefern. 


$ 3. Analytische Lösungen 


Nehmen wir a(x) als im Punkte x = a beliebig oft differenzierbar an, so können wir auch 
nach einer beliebig oft differenzierbaren Lösung Y(x) von (3) mit dem Ruhewert a fragen. An- 
stelle der Ableitungen a®(a) können wir dabei auch die linksseitigen Grenzwerte a” (a — 0) 
nehmen, sofern sie existieren. Durch fortgesetzte Differentiation an der Stelle x = a folgt aus 
(3) Y’(a) = Yo’(a) und fürn >1 


Y»(a) (Y’*(a) + Y’(aQ)) + Pa (Y’(a),..., Ya-Da)) =amda) ..... (14), 


wobei P, ein Polynom bezeichnet, dessen Koeffizienten natürliche Zahlen sind (vgl. [12], S. 276). 
Daher erhalten wir folgendes Ergebnis: 


Gilt x®%a) >0fürallensowie Y(a) > 0, so besitzt die Lösung Y(x) als Potenz- 


reihe an der Stelle = a die Tayrorreihe der Funktion a als Majorante. 
Aus (14) folgt nämlich unter unseren Voraussetzungen Yr(a 


ana) 
Y’(a) ’ 


woraus die Behauptung unmittelbar hervorgeht. Ist daher a(x) eine ganze Funktion, so auch 
Y(x); besitzt die zu x —= a nächstgelegene Singularität der Funktion (x) von diesem Punkt 
den Abstand r, so ist der entsprechende Abstand für die Funktion Y(x&) mindestens gleich 
groß. Im Falle r = 0 liefert uns die Majorante kein Konvergenzgebiet. Man beachte aber 
daß unter der Voraussetzung a”(a) > 0 keineswegs alle Y(a) > 0 sein müssen. 


Aus der Gleichung (14) und der Existenz aller a)(a) folgt für ei Ö 7 j 

s Sa ) und 2 gt für eine Lösung Y(x) mit Y(a) = a 
und I (a) > 0, die im Punkte x = a unendlich viele (linksseitige) Ableitungen Y®(a) we 
daß sich diese aus (14) mit Y’(a) = + Ya’(a) eindeutig rekursiv bestimmen lassen. Die mit 


den so bestimmten Y»(a) gebildete Tayrorreihe ist dann sicherlich die oben gesuchte besonders 
glatte Lösung bzw. deren asymptotische Entwicklung. 


Yu) < 


Für die ersten 10 Ableitungen differenzierbarer Lösungen von 


N) =e=, ele@)=1+Inz 
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an der Stelle x = 1 ergibt sich nach Rechnungen von Herrn M. KAIsER 


1 1 1 | 
el ee fe ae 
f f De gl 0, 29] 158’ 
fo = Eu „joz 159 Ko 2 843 fin — 4687 
128 256 ’ 256, 1024 ’ 
1 5 B) 109 1491 
== al Meer I (tt (5) — ——_, ee ee 
Y p p it; p EEK A 198° 
oe 381 role 97845 ice 312757 Eee 7615349 
8 256 SHE 1024 


Man könnte vermuten, daß die Funktion (x) =2—_9(2—.x), die offenbar der Gleichung‘ 
xx) = 1—In(2—x) genügt, wegen y(l) =1, yr() = (— 1)"-1gp@(l) für n>O nur 
positive Ableitungen besitzt und daher als Potenzreihe mit dem Entwicklungszentrum 1 min- 
destens den Konvergenzradius 1 hat. Dies ist aber nach einem Satz aus [15] nicht der Fall. 


$ 4. Hilfssätze zum Fall a’(a)=1 


Wie in $2 sei a(z) in a, <xz <a eine eigentlich monoton zunehmende Funktion, die der 
Ruhewertbedingung (4) genügt. Setzen wir sie dort außerdem als zweimal differenzierbar vor- 
aus, so gilt 


1. Hilfssatz: Gilt a’(a)= 1 und o’(&) =2p + 0(a— x fürer—a—0mit0 <e<I 
> 0,530 gilt für jedes feste z aus  <r <a 


1 1 
nl) =( Ben + 0) or) I Eee, ee (15) 
fürn—o. 


Zum Beweis beachten wir zunächst die Formel (12). Setzen wir a — a, = y„ So strebt 
Yn— 0 für n— ©. Aus der Voraussetzung über &’’(x) erhalten wir durch Integration 


(a) =1+2p(e — a) +Ola — Mr, (ad =r+pa a? +0la— m. 


Somit besitzt die Gleichung &,:1ı = &(&,) in y„ geschrieben die Gestalt!) 


REED VE ON EEE EIER ERRE1C): 


Um das asymptotische Verhalten von y, zu ermitteln, setzen wir nach der heuristischen Methode 
von [11] ya+ı = Yyn + Vn + - ; „, wobei der Punkt die Ableitung nach der Variablen n bezeichnet, 
die wir als kontinuierliche Veränderliche auffassen. An Stelle von (16) betrachten wir die Nähe- 
rungsgleichung 


Yn 


— yn =py.: 


RER lautet. 
pn+C 

Jetzt wollen wir diesen heuristischen Weg durch einen exakten Weg ersetzen, der dem 
heuristischen nachgebildet ist. Wegen y„— 0 folgt aus (16) y„ — Yn+ı oder genauer y, = Yn+ı 
+ 0(y2). Multiplizieren wir diese Gleichung mit y,, so können wir (16) wegen e <1 durch 


deren allgemeines Integral y, = 


Yn— Yn+ı = P Ya Yn+ı + 04°) 
oder 


1 
= p+ 0% 
Ya+ı Yn 


1 1 n—1 \ 
denne} or). 


1) Bei der Korrektur wurde dem Verfasser das Buch [13] zugänglich, wo auf S. 154—156 ganz ent- 
sprechend das asymptotische Verhalten einer gegen Null strebenden Lösung von (16) im Falle e = 1 hergeleitet 
wird. 
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Wegen y, = o(1) ergibt sich hieraus, wie zu erwarten war, 


= 
9” on } 
und wegen Re . 
Va 2,1 GE TEN 
| 


das genauere Ergebnis (15). = 
2. Hilfssatz: Unter den Voraussetzungen des 1. Hilfssatzes gilt für n>® 
C(x 


mr) en 


wobei C(x) eine von Null verschiedene Funktion bezeichnet. 
Zum Beweis gehen wir analog von der Gleichung +1 = &(%,) &, aus, die wir in der Form 


: i 2 1 
On+ı = «| St + one) 


u, 


so daß wir sofort die Beziehung (17) erhalten, da 


vw + 0679) _ m: de o(,.-)) 


v3 v—2 v1 


schreiben. Hieraus folgt 


y 


konvergiert und a’(x) > 0 ist. 
Dieses Ergebnis kann man leicht bei dem speziellen Fall (9) wegen 


He 1 1 öy(s,2) _ 1 
u) AT Tspleepazn) &  (1-sp(e—a) 


für s> © nachprüfen. 


$ 5. Hauptsätze 


Satz 1. In einem Intervallx, <xz <a besitze die Funktion g(x) die Eigenschaf- 
ten a >02) > zuund 


entweder Bla) > aß) oder PIE) < (PR) Te a 


Sind -a(x) und P@) mit (fo) = x und a@>x in a <x<a eigentlich monoton 
zunehmende stetige Funktionen, so existiert der Grenzwert 


G(2) = lim 4,8). -5 wre N A 
mit A: 
gu) = AulglanlZ))) nr en a 


für jedes festex aus „ <x<a und es ist a>G(r) >. 


. „Zunächst sieht man sofort, daß die Folge g,(«) von einem Index n ab monoton ist. Für 
hinreichend große n liegt nämlich a,(x) wegen (12) im Intervall % <r<a, so daß die Mono- 
tonie aus (18) und (20) folgt. Weiterhin ist aber g,(x) auch beschränkt, da aus a> ae: 
sofort a > g(&,) >, und a> Pr(9&,)) > x folgt. Damit ist der Satz bewiesen. Io 


Die folgenden Sätze dieses Paragraphen beziehen sich nur auf den Fall Ha) 


Y (5 . n m) 16 .. . 
| ve 2. Die Funktion a(x) genüge den Voraussetzungen von $4,unddie Funktion 
-9(2) den Voraussetzungen von Satz1. Ist dann 


I) = ga) Hola ne nn (21) 
und fa) >x, so gilt für die zugehörigen Grenzwerte (19) 


F(&) = G(&), 
wenn x sich im Intervall , <x<a befindet. 
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Offenbar ist x 
Bi.) Fr Pr (9&) r 0 (a = %)2) — Mm + Bn(E,) 0 (a za Om)” 


& = 19) 9) +9 Man) > 8(®) 


wegen ga) >x und fx) >x. Aus ß,(6,) = x folgt Br(&,) &,(x) = 1, so daß nach den Hilfs- 
sätzen von $ 4, da ß’(x) monoton abnehmend ist, 


mit 


0<A(E)(a— u < “= <M. 


fa = m + ll). 
Damit ist der Satz bewiesen. Man beachte, daß die Funktion f(x) nicht die Bedingungen (18) 
zu erfüllen braucht. 
Satz 3. Genügen a(x) und f(x) den Voraussetzungen von Satz 2 und ist (x) 
außerdem viermal stetig differenzierbar, so ist die Funktion 


Mr), ling (SE ae ea 228 


n—X 


gilt und somit 


fürs>0O und , <z<ca eine Lösung von (Il), (2), wenn wir 
en 

—sp(@ —.a) 

wählen. Dabei bedeutet g,(s, x) = Bul9(s, (R))- 


Zunächst überzeugen wir uns davon, daß der Grenzwert (22) existiert. Die Bedingung 
a> g(s, x) > x ist offenbar für s>O und <a erfüllt. Für die ersten vier Ableitungen einer 
zusammengesetzten Funktion f(x) = o(y(x)) gilt 


ID) Wer Werte: I WWeiiWierrieiidEir FENDT 
Kal E69 Be Er 9 a en EL VO A EL VIE GE Ana ER RE A 
Somit erhalten wir nach der TAyLorschen Formel für — a —0 


Pla6s; ©)) — als, PB) = Er) — 6.p?) (a — at, 


wie man wegen  =g’=1,ß"’=—2p,f’=2sp, J" = 6 s? p? nachrechnen kann. Ist jetzt 
ß’''(a) größer oder kleiner als 6 p?, so ist für hinreichend große x <a die erste bzw. zweite der 
Bedingungen (18) erfüllt, so daß in diesem Fall der Grenzwert (22) nach Satz 1 existiert. Ist 
jetzt ’’’(a) = 6 p?, so erfüllt die Funktion g(s, x) + ce (a — x)? mit c # 0 die Voraussetzungen 
von Satz 1 und der Grenzwert (22) existiert nach Satz 2. 


Speziell für s=1 ist g(1, x) — (x) = 0 (a — x)?, so daß nach Satz 2 
G(1, 2) = (x) 

ist, da Bal(&n(®)) = (x) gilt für alle n. Damit ist die Nebenbedingung (2) erfüllt. 

Zum Nachweis der Funktionalgleichung (1) beachten wir die Gleichung 

In(8» Im(t, x)) =nSH+L 2), 

die für alle n gilt, da (9) eine Lösung von (1) ist. Um zu zeigen, daß G(s, x) der Gleichung (1) 
genügt, brauchen wir nur noch zu zeigen, daß die linke Seite der vorhergehenden Gleichung 
gegen G(s, G(t, x)) strebt. Setzen wir jetzt zur Abkürzung G(s, x) = 6, G(t, x) = H, 9,(8, 2) = In 
gn(t, x) = h„, so lautet unsere Behauptung G(H) — 9,(h,) —0. Wegen 9(s,2)> x und der 
Monotonie von P’(x) ist 


InlEn) = Bulgan)) Ian) an < Bun) IC) On = I nlEn)) S 1 


so daß wir aus dem Mittelwertsatz 
CH) — gulli) = InlEn) (A — In) 
IE) — gukhn)| < IH — | 
erhalten. Somit lassen sich offenbar auf der rechten Seite der’ Ungleichung 
ICH) — nlhn)| < |GCH) — guH)| + |IRCH) — Inlhn)| 


beide Summanden für hinreichend große n beliebig klein machen. 


968,2) = a I 


die Abschätzung 
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Zusatz. Für beliebige reelle s und %,(a,) <z<aist 


ys9)=6Cls+nm Bi): - rennen (23) | 


eine Lösung von (1), (2), wobei G(s, x) durch (22) definiert ist und die natürliche Zahl n so 
zu wählen ist, ddßs + n > 0 ist. ’ 

Der Zusatz ist unmittelbar klar. | 

Satz4. Ist F(a) eine zweimal stetig differenzierbare reelle Funktion, die 
mit a(x) vertauschbar ist, F(aa=a und F’(a) #0, so ist F(@) = y(s,x) für ein 
gewisses s, sofern die Voraussetzungen von Satz 3 erfüllt sind. 

Zunächst folgt aus a(F) = F(a) durch zweimalige Differentiation, daß F’ (F—1)=0 
und daher F’(a) = 1 ist. Betrachten wir daher die Funktion f(x) = F(&,(x)), so ist f’’(a) = F’'(a) 
+na''(a) für hinreichend große n positiv. Setzen wir f(a) = 25 p, so folgt wegen 


und fa) =ır + 51"@ («— a)? (1 + o(1)) aus Satz 2 sofort f(x) = der f'(@, :) oder 


Be  ), 


wobei G(s, x) die Funktion (22) ist. 


$ 6. Abschätzungen zum Fall a’(a) < 1 


ObwoHl sich der Fall0O <o’(a) < 1 ähnlich wie der vorhergehende behandeln ließe, wollen 
wir jetzt etwas anders vorgehen, um die Konvergenzgüte beurteilen zu können. Wir betrachten 
zwei in z, <xz <a mindestens k-mal stetig differenzierbare Funktionen f(x), g9(x), die den Be- 
dingungen z< f(x) <a, z<g(@)<sa, 


Ma) = gela) für = 


und f®(a) # g®(a) mit k> 2 genügen. Für » = 0 sei außerdem f(a) = g(a) = a. Unter Bei- 
behaltung der Voraussetzungen von $ 2 setzen wir jetzt die Funktionen a(x) und (x) in einer 
linksseitigen Halbumgebung von a ebenfalls als k-mal stetig differenzierbar voraus. Aus 

d’ ’ I [73 [7 

7 KO) = POT HF + "DONE - gr ®) 


mit » > 1, wobei Q, ein gewisses Polynom ist, dessen Koeffizienten von f und g unabhängig 
sind, folgt sofort nach der Taytorschen Formel 


BUS) — Bla) = {OE) LE) — AE) BA) +}, 


EEE 
a ® a)*, 


KB) — HB) — BEI) — BEP) + I, a — at, 


wobei die Punkte Ausdrücke andeuten, die wegen (24) für ©— a gegen Null streben. Folglich 
gilt für c— a asymptotisch 


PK) — Pla) I RER 
Ka) ie PT eo urn. 


3 ! n ‘ . 1 a 
Wegen 0 <o’(a) <1 und k>2 gilt in einem Intervall %, <r<oa, wenn wir zuvor noch X 


durch a(x) ersetzen, 
ALKE))) — EE))) 
= el 
fo ui <o< a N SUR BER TEE 
Aus (25) ist ersichtlich, daß man die Konstante ö für hinreichend nahe bei a gelegene 
x um so kleiner wählen kann, je größer k ist, d.h. je besser die Annäherung von I) 


an g(x) in der linksseitigen Hall 'ebung is an Kinres 
San a a es albumgebung von a ist. Wegen (12) folgt aus (26) für hinreichend 


rien + ı(®)) Pla + ı(®))) 
It ae, 


en 


a En N 


L. Bere, Iterationen von beliebiger Ordnung 223 


Jetzt setzen wir die Funktion f(x) in a, =o(a) <x <a als von unten konkav voraus, 
S Bar dort "’(x) < 0 ist. Auf Grund der bekannten Formel für dividierte Differenzen (vgl. [7], 


th, — L t, —— tz 1 [2 


aus der sofort 


t, Er t, t; > t, 1 [7 
ma MN Sean Ira 


hervorgeht, erhalten wir im Falle 4, > 1, ,>t, und a <t,<afüri=1,...,4 die Un- 


gleichung 
Bl) — Blt) _ Bl) — Bll) 
Be, 


oder, da beide Ausdrücke wegen der Monotonie von £ß(f) nicht negativ sind, im Falle t, + i, 


ß (t) cu ß (t) , = t, 
TE ee 28). 
Bo) —Ba)| | a 
Haben jetzt die Funktionen f(x) und g(z) inxz, <x<oanoch die Eigenschaft 
BO) SHE). BEA) SH): 2:2: (29), 
dann folgt durch Anwendung von (28) auf (27), da wir im Intervall 2, <x <a 
EIS IOLOE ses ee Be Ze (30) 
annehmen können, für hinreichend große n und ,„ <ı <a 
e &Kn+1l2))) — Pr Anzılı 
Bu+1[f&n+1®)) — Bu+ıl9@n+1®)) Er ER 1), 
Ralf ®))) — Brlaan(®)) 
wenn wir An ı[f&.(®))) > (x) > a, für hinreichend große n beachten. 
$ 7. Hauptsätze zum Fall o’(a) < 1 
Allgemeine Voraussetzungen. Die Funktionen f(x) und g(@) mögen inr=a 


regulär analytisch sein und a als Ruhewert besitzen. Ferner sei ß’(a)>1 und 
Ba) >09, Pa) <O für . = ola,) <r<a sowie 


N EN ER RI PETE EEE (32) 


für 2, <xz<oa. Die Voraussetzung über die Regularität der Funktionen wird nicht voll aus- 
genutzt und kann daher abgeschwächt werden. 


Satz 5. Unter den soeben angeführten Voraussetzungen und 


Pla) > (BE) 
existiert für , <x <a der Grenzwert 


ET ERTES: (33) 


Nn—>X 


mit (20) und stellt dort eine stetige Funktion von x dar. 


Sind g(x) und f(x) miteinander vertauschbar, so-gilt g(x) = B.l9n(®)) für allen und daher 
in (33) trivialerweise 
Ga) = ga) . 


Die Stetigkeit von G(x) in aa <x <a folgt dann aus der Stetigkeit von g(«) für hinreichend 
große x < a, (12), (32) und der Stetigkeit von «(x) und ß(&). Sind g(x) und (x) nicht miteinander 


vertauschbar, so wählen wir in (31) f(x) = Alla). Dann stimmen nicht alle Ableitungen 
von f(x) und g(x) im Punkte x = a überein und die Ungleichungen (29) und (30) sind erfüllt. 
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Es ist aber f(a) = g(a) und wegen f’(@) = El) 9'(&(x)) a’(x) auch f’(a) = g’(a). Folglich 
gilt für hinreichend große n unter Beachtung von (20) und (31) 


I9n+2(0) — m) < 6 |Im+12) — Il®)) 


Ia+, 1) Inr(a)| <PM, 


woraus wegen ö <1 unmittelbar die gleichmäßige Konvergenz der Folge {g9„(x)} hervorgeht, 
so daß die Grenzfunktion stetig ist. 


Satz 6. Sind die Voraussetzungen von Satz5 erfüllt und genügt f(x) den 
am Anfang von $6 angeführten Voraussetzungen, SO gilt 


lim Bu(f&n(a))) = lim Bıldn®))) - 


oder 


Dieser Satz folgt einfach aus (31): 
Ifn+1() — mrı@)| < 6 Ina) — mla)| ; 


wobei wir die zu (20) analoge Abkürzung /„(2) = Balf&n())) benutzen. Insbesondere kann 
dabei f(x) mit ß(x) vertauschbar sein. 


Um jetzt die Funktionalgleichung (1) zu lösen, beachten wir, daß aus (1) für eine nach & 
differenzierbare Lösung mit y(s, a) = a 


y‘(s a) y’(d,a)=y’(s+4,.a) 
folgt und somit wegen y’(1,x) = o’(x) bei Stetigkeit in bezug auf das erste Argument 
ya) ale). Tr 5 TEE 
Durch Vergleich mit (6) wählen wir daher 
5) =a+g’(— a) 


mit q=o’(a) und s> 0 und bilden den Grenzwert (33). 
Wegen 


Plot) — KR) = 5 BE) 2" a? 1 BE) a DR" @—ar>0 


ist die zweite der Ungleichungen (29) erfüllt. Folglich existiert nach Satz 5 der Grenzwert 
cs) IM ASEN REEET E 


n>XD 
wenn wir wieder 9,(s, 2) = Bıla(s; ())) setzen. Speziell für s = 1 folgt wegen g’(1, a) = a’(a) 
aus Satz 6 
GL,D=aMd, 
so daß die Anfangsbedingung (2) erfüllt ist. 
Weiterhin ergibt sich sofort 
I m) = mE +bR). 

Hieraus folgt genau wie bei dem Beweis von Satz 3, daß die Funktion G(s, x) der Funktional- 
gleichung (1) genügt. Damit ist bewiesen, daß die Funktion (35) für positives und, <xz<a 
eine Lösung der Gleichung (1) unter der Nebenbedingung (2) darstellt. Allgemein können wir 
daher unter den Voraussetzungen über ß(x) am Anfang dieses Paragraphen folgendes behaupten: 


. Satz 7. Mit der aus (6) gebildeten Grenzfunktion (35) lautet eine stetige 

Lösung von (1), (2) für beliebige reelle s und hinreichend große <a 
y(5 2) =G(s + n, Pa(&)) , 

wobei dienatürliche Zahl n für negative s so groß zu wählenist, daßs+n >(ist. 
Speziell für n—=a=0 besteht zwischen unserem Ergebnis y(s,2) = lim ß,(g'&%(x)) und der 
bereits 1884 von G. Koknıas aufgestellten Formel ns2)> Ag‘ (x) a ©(2) = lim q*au(%) 
und 2w(x)) = x ein enger Zusammenhang (vels [13,8 In, 
x nger Zus: ang gl: [13], 8..153 oder [14], S. 211), wie aus 
2x) = im Ang” x) und Ag‘ (X) = Amlg” g° gm %(x)) ersichtlich ist. 
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Satz 8. Ist F(x) eine reelle Funktion, die in einer linksseitigen Umgebung 
vonzeQ zweimal stetig differenzierbar und mit a(&) vertauschbar ist, und ist 
F'(a) > 0 sowie o’’(a) + 0, so ist F(&) = y(s, x) für ein gewisses festes s. 

Zunächst leiten wir aus a,,1(x) = &(&7(2)) die Rekursionsformel © ,.1ı = a’ 2 +’ a“ her, 
aus der sich für x = a wegen &, = q" 


” vr, 1 
%n+1(a) =‘ (a) q" Far ey, sat Mu leise au Sa ae: (36) 
ergibt. Bilden wir jetzt die Funktion /(x) = F(a„(x)), so ist //(a) = F’(a) &,(a) für hinreichend 
große n kleiner als 1. Weiterhin können wir n wegen (36) so wählen, daß Ho) = R2(0)%:la) 
+ F’(a) @„(a) von Null verschieden ist. Setzen wir nun /’(a) = q°, so folgt aus Satz 6 mit 
IR)= a+ g’ (a — a) wegen g’(a) = q°, g’’(a)= 0 und (35) f(x) = ar : ) oder 


Fa) = sr a, 0) | 


Nach Satz 7 ist daher F(x) = ul s, nr » e): 


$S 8. Diiferenzierbarkeitseigensehaiten 


Satz 9. Unter den Voraussetzungen von $7 über f(x) und unter der Zusatz- 

Re) 

© (X) 

G(s, x) in einer linksseitigen Umgebung von aeinmal nach x stetig differenzierbar. 
Aus der Definition (20) von 9,(x) folgt nämlich 


le) BO ee (37), 


so daß die g,(x) alle positiv sind. Da ß’(z) monoton abnehmend ist, aber ß(x) monoton zu- 
nehmend, ist ß,(2) = B’(Pn_ı()) Bn—ı(x) ebenfalls monoton abnehmend, wie man leicht durch 
vollständige Induktion sieht. Wegen g(x) > x und ß,(%,) ©, = 1 ist daher 


GE 1 1 A N Ne 


voraussetzung monoton wachsend ist die durch (35) definierte Funktion 


beschränkt. 
Weiterhin folgt aus 9.+1(&) = ß(9„(&)) durch Differentiation 


In+1(2) = B’(9n(&)) 9n(6) & . 


Ersetzen wir hierin n durch n— 1 und beachten wir 9, > 9. —ı sowie die Monotonie von P’(x), 
so erhalten wir durch vollständige Induktion 9, + 1(2) < 9n(x), da diese Ungleichung wegen (38) 
für n= 1 richtig ist. Damit ist bewiesen, daß g,(x) als monotone beschränkte Folge einen Grenz- 
wert besitzt. 

Um jetzt zu zeigen, daß dieser Grenzwert die Ableitung von G(s, x) nach x ist, müssen wir 
nachweisen, daß die 9,(x) sogar gleichmäßig konvergieren. Zu diesem Zweck betrachten wir die 


zweite Ableitung 


LTR IC )) Om te na er (39): 
n—1 
Aus o, = Il o’(a,) folgt 
v=0 
& n—-1i a'(&,) F (a) N = Ä r (a) 
ee — — ul) < — "<< ——— ..0. 0... 0.0.0. (40) 
On 2) u 0) 21 (4) 
so daß wegen (37) und (38) der zweite Summand in (39) durch rar beschränkt ist. Wegen 


&(P (2) und 9n(2) > x gilt für den ersten Summanden in (39) 


Pr) = — ,(B.(&)) 


ae 
eg zen la —, 
) Zz 


la) m 2 


v 38 2) . N 

AR T gt 

so daß die Ableitung (39) beschränkt ist. Daher gilt nach dem Mittelwertsatz für alle n 
Im) - HS M@—H; 
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ü i igkei i it ist aber die Konvergenz 
woraus für n— » die Stetigkeit der Grenzfunktion hervorgeht. Damit ist ab e] 
der positiven Funktion g,(x) nach einem bekannten Hilfssatz von Disı gleichmäßig (vgl. [9], 


S. 66), so daß 
| 2 G = lim "A (s, X) 
ex (5; %) nt dx In\55 
gilt und Satz 9 bewiesen ist. 

Jetzt können wir uns auch überlegen, wodurch sich die in Satz 7 angegebene Lösung von 
allen übrigen unterscheidet. Die einzige im Punkte z=a nach x a 
Lösung von (I), 2) mit xz< y(s, x) < afür s > O und in bezug aufsstetigem u ye a) 
ist unter den Voraussetzungen von Satz 9 die Funktion (35), sofern wir für y(s, ©) 
Satz 6 anwenden dürfen. 


Aus der Ungleichung für y(s, x) folgt nämlich zunächst y(s, a) = a für alle s. Somit gilt 
wegen der Stetigkeit die Formel (34) 


n 


0 8 

ve) =q 

mit q = oa’(a). Da y(s, x) als Lösung von (1), (2) mit a(z) vertauschbar ist, gilt 
Yn(ss %) — Pn (45, &n(2))) = Y6s, ©) 


y(S, ®) = G(s, x) ’ 
wobei G(s, x) die Funktion (35) bezeichnet. 


Von den höheren Ableitungen wollen wir nur beweisen, daß /„(a) im Falle f{a)=a, 
fa) = q’ gegen einen Wert konvergiert, der sich mit der Funktionalgleichung (1) 


in Übereinstimmung befindet. Aus /,(2) = Bn(f(&,)) folgt durch Differentiation an der 
Stelle x = a 


und daher nach Satz 6 


. h=khfon, Mom + Bf an + nf on 
oder 


1/3 
& 
h=g, h-Fu+z@—P). 
n 
[7/2 


Wegen &, — q" strebt &,— 0. Unter Beachtung der in (40) enthaltenen Gleichung für folgt 
für = a oh 


Yin, a Er (a) 
n—X An q (1 —z q) 
so daß wir 
* „ 1 — q‘ 
im, = 2 U 072 2 
n—» / ( ) 1 1 — q 
erhalten. 


Aus der Gleichung (1) folgt durch zweimalige Differentiation nach x für x = a 


Yza(S) Yall) + YzlS) Yazll) = Yr(s + N), 


und diese Gleichung wird für 


N 
Yz(8) = 4°, Yrals) = a’(a) gi 1 
1—q 
erfüllt. Wegen y(n, x) = a,(x) stimmt die zweite dieser Gleichungen für ganze s= n mit (36) 


überein. Speziell für s=1 ist Y.(l) = (a), Yar(l) = ala). Entspre : 
A Be > chende Ergeb 
man auch für die höheren Ableitungen herleiten. “ ® gehnisssllEand 


$ 9. Numerische Berechnungen 


Will man eine Lösung y(s, x) der Funktionalgleichung (1 ) 

y(S;: xtionalg unter der Nebenbedingun 
numerisch berechnen, so braucht man nach Satz 3 bzw. Satz 7 En die Größen (20) zu en 
wobei man für 9(&) ‚die Funktion (9) bzw. (6) zu wählen hat, je nachdem, ob der Fall = 1 
oder a’(a) <1 vorliegt. Es kann dann aber vorkommen, daß man in (20) n verhältnismäßig 


EEE EEE EEE U 
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groß wählen muß, um eine vorgeschriebene Genauigkeit zu erreichen. Deshalb ist es zu emp- 


fehlen, an Stelle von (9) bzw. (6) bessere Ausgangsnäherungen g(x) zu verwenden und die Sätze2 
bzw. 6 anzuwenden. 


Aus $6 können wir entnehmen, daß die Konvergenz von g,(x) gegen die gesuchte Lösung 
y(s, x) um so besser ist, je mehr Ableitungen von g(x) und y(s, x) nach x im Punkte x = a über- 


'einstimmen. Wir brauchen nämlich in (26) nur /(x) = y(s, x) zu setzen. Dann ist Eae))) =f(t) 


und die Behauptung ist unmittelbar ersichtlich. Der $6 bezieht sich zwar nur auf den Fall 
&'(a) <1, aber diese Aussage dürfte auch für den Fall &’(a) = 1 zutreffen. 


In $2 hatten wir uns speziell mit dem Fall s = 5 befaßt, dem wir uns auch jetzt wieder 


_ zuwenden wollen. Dort hatten wir auf Grund einer Plausibilitätsbetrachtung die Behauptung. 


aufgestellt, daß die gesuchte Lösung gleich dem Grenzwert (13) ist, wenn man die Ausgangs- 
näherung (11) benutzt. Diese Behauptung wollen wir jetzt nachprüfen. Aus (11) folgt durch 
Differentiation 


A—% ; — (& — x) a 
— Ar oo F-) u. a 1 — D 
ya) = x Sn yo) =Y. ya (1 + Yo) | 
Dr ER &’2(1 +3 yo’) Ei 
re era By er 


Andererseits erhalten wir unter Beachtung von (14) für = a 


1% 33 e 2 = a, [7 are Me in Sen 1 [ZZ = 30? : 
ee ee En) 


Wegen (4) stimmen die ersten beiden Ableitungen der Funktionen für x = a überein, so daß wir 
unsere Sätze von $5 bzw. $7 anwenden können, sofern die übrigen dort getroffenen Voraus- 
setzungen erfüllt sind. Die dritte Ableitung von y kann nicht allgemein für = a mit Y’” 
übereinstimmen, da bei der Differentiation von y’’(x) niemals 1 + (x) im Nenner auftreten 
kann. Dagegen können natürlich für spezielle Funktionen «(x) auch noch höhere Ableitungen 
übereinstimmen. So ergibt sich für «'(a) = 1 


a’ 3 


re Bere Ze), 


so daß wir für x = a Übereinstimmung mit Y’’’(a) erhalten. Hieraus ist ersichtlich, daß bei der 
Funktion (11) sowohl im Falle &’(a) <1 als auch im Falle o’(a) = 1 eine Ableitung mehr mit 
der Grenzfunktion übereinstimmt, als es für die Konvergenz unbedingt erforderlich wäre. Die 
Funktion (11) ist also bereits eine gute Ausgangsnäherung. Will man eine noch bessere Aus- 
gangsnäherung aufstellen, so braucht man nur ein Polynom k-ten Grades zu wählen, dessen k 
erste Ableitungen alle mit den entsprechenden Ableitungen der Grenzfunktion übereinstimmen. 


Bei der aus (11) hervorgehenden etwas schlechteren Näherung 


1 0 + 


1 + 1(@) 
stimmt wegen 
TS 
Do a ee 


für x = aim allgemeinen nur die erste Ableitung mit Y’(a) überein, im Falle &'(a) = 1 stimmt 
noch die zweite Ableitung mit Y’’(a) überein, während die dritte Ableitung nur unter der weiteren 
Zusatzvoraussetzung a’(a) = 0 mit Y’’’(a) übereinstimmt. Somit sind bei dieser Ausgangs- 
näherung nur die unbedingt erforderlichen Übereinstimmungen vorhanden. 


Wenden wir uns jetzt dem Fall (x) = e’—! zu, so lautet (11), wenn wir 2 — 1 = z setzen, 


Pe 
= 
> 


Y- x 
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_ Hieraus erhalten wir durch Reihenentwicklung 
yarrsr tt ttgt ta ralioz en 
er er ser +) Fa 
am Schuß vun 15 pres us 
Um die Konvergenzgüte zu erkennen, hat Herr S. Lusche den Fall (x) = 1, s = 
5 


-für verschiedene Ausgangsfunktionen g(x) an der Stelle x = 0 mit Hilfe der Tafel [10] berechne 
Unter Beachtung von 


&,(0) = 0,3678794 , %4(0) = 0,6879203 , 
&%(0) = 0,5314636 , %;(0) = 0,7319232, 
&s(0) = 0,6259177, &s(0) = 0,7648491 
gilt für die Funktionen (20) an der. Stelle x = 0 im Falle 
1 
1A ga) = 7 (RE 
g, = 0,2007619, G; = 0,2124040, 95; = 0,2171230, 
gg = 0,2081646 , 94 = 0,2163461 , 
<—1 
2 Del 
1— 7 (« —]1) 
9, = 0,2106534 , 04 = 0,2180963, 9; = 0,2211458, 
9a = 0,2153744 , ga = 0,2198805 , 9 = 0,2220906 , 
[) 1 2 1 es 3 | 
3°. mM =-+,E-Y+ge—D, 
9 = 0,2289159, g, = 0,2288612, 9; = 0,2288521,, | 
92 = 0,2288738, ga = 0,2288560 , ge = 0,2288495 , | 
z—1 
; a 
4°. X) = al 7. 
A | 
9ı = 0,2289406 , g3 = 0,2288517, 
99 = 0,2288534 , ga = 0,2288498 , 
j 1 —1 7&@— 1% 
0 N, en Weile er 3 —; 
7 werrzga—d rg @— DH 39700 128,700 ° 


= 0,2288489 ; I = 0,2288495 . 


Wie man sieht, ist die Konvergenz in den ersten beiden Fällen unbefriedigend, bei dem 
6. Glied der Folge stimmt noch nicht einmal die zweite bzw. dritte Stelle nach dem Komma. 
Bei der dritten Ausgangsnäherung liefert dagegen das 6. Glied ein Ergebnis mit sieben Stellen, 
die sich bei dem nächsten Glied nicht mehr ändern. Bei dem vierten Beispiel haben wir bereits 
vom 4. Glied ab sieben feste Stellen und beim fünften Beispiel vom 2. Glied ab. Verbessert man 

Br z i x — 1)? : re 
die fünfte Ausgangsnäherung noch durch den Summanden + 5 . ‚ so ergibt diese Kor- 
. ) . 

rektur innerhalb der Rechengenauigkeit keine Änderung mehr. Damit haben wir das Ergebnis 


Y(0) = 0,2288495 , 
wobei wir für die letzte Stelle wegen der Abrundungsfehler natürlich nicht garantieren können. 


Will man die Grenzfunktion nicht nur an der Stelle x — 0, sondern an mehreren Stellen 
berechnen, so ist es auf jeden Fall günstiger, sich erst eine gute Ausgangsnäherung zu beschaffen, 
da man dann nur wenige Glieder der Folge (20) zu berechnen braucht. Dabei kann man natürlich 
gleich das zweite oder dritte Glied berechnen, ohne die vorhergehenden zu kennen. Insbesondere 
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kann man zwei Ausgangsnäherungen so wählen, daß die Grenzfunktion von oben und unten 
eingeschlossen wird. Als Ausgangsnäherung benutzt man am besten dasjenige Polynom, das 
aus den ersten Gliedern der Taytorschen Reihe der Grenzfunktion besteht, da man die Ab- 
leitungen der Grenzfunktion im Punkte x = a aus der Funktionalgleichung (1) unter Beachtung 
von (2) berechnen kann (vgl. den Schluß von $ 8). 


Bei dem hier behandelten Beispiel ist noch der Wert £(Y(0)) = Y(ß(0)) = Y(- &) 
1 + In Y(0) = — 0,474691 


von Interesse, da die Umkehrfunktion von Y(x) an dieser Stelle einen Pol hat. Wäre dieser Pol 
die zu x = 1 nächstgelegene Singularität, so hätte die in x = 1 entwickelte TayLorreihe der am 
Schluß von $3 angegebenen Funktionen (x) und y(x) den Konvergenzradius — In Y(0) = 


1,474691. Obwohl sich dieser Wert in guter Übereinstimmung mit den Größen m — 1)1/x® (1) 
befindet, wenn man die in $3 berechneten Werte heranzieht, ist nach [15] der Radius gleich Null. 
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Retarded Flow Past a Semi-Infinite Plane. 
Solution of aNon-Linear Ordinary Differential Equation 


By D. MEkXsyn 


Die partielle Differentialgleichung der laminaren Grenzschicht für die mit der Strömungsfunktion der 
Grenzschicht zusammenhängende Funktion f(£,n), wo & und n tangential bzw. normal zur Grenzschicht zu 
> - : 3 : 5 of\ 
nehmen sind, läßt sich auf eine gewöhnliche nicht-lineare Differentialgleichung für a(£) = Fon redu- 
n=0 
zieren [a(£) ist somit proportionalzur Reibungskraft]; diese Gleichung kann Schritt für Schritt gelöst werden. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Gleichung für a(£) in Form einer Potenzreihe in & gelöst, und zwar 
für den Fall einer retardierten Strömung entlang einer unendlichen Halbebene. Die Hauptschwierigkeit ist 
dabei, daß die Gleichung für a(£) divergent ist. 

Um den Wert von a(&) zu finden, der der konvergenten Gleichung entspricht, von welcher die divergente 
Gleichung abstammt, wird die Euler sche T’ransformation benutzt. 


The partial differential equation of the laminar boundary-layer for the function f(£, N); where E and n are 
taken along and normal to the boundary, f(&, n) being associated with the stream function of the boundary- 


as [E- e. a(£) is propor- 
‚on? Jn=0 


layer, can be reduced to a non-linear ordinary differential equation in al) = | 
tional to the viscous force]; this equation can be solved step by step. 
In the present paper the equation in a(£) is solved in power series of £, for the case of a retarded flow past a 
semi-infinite plane. The main diffieulty of the solution is that the equation in a(£) is divergent. 
To find the value of a(£), corresponding to the convergent equation from which the divergent equation is 
obtained, use is made of Euler’s transformation. 
16 
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Vpasheuue B 4YACTHLIX IIPOM3BOAHLIX JAMMHAPHOTO IOTPAHNMHOTO CIOA MIA ende 
f(&, n), ne & un BaATbI BAONb U HOPMAJIBHO K Tpauule u H&, n) ceBns3aHa c PyHKRIme TERFRUR 
HOTPAHHYHOTO CJIOA, MOFKET ÖbITb IPUBENEHO K HEJIHHeÜHOMY OÖBIRHOBEHHOMy AudhepeHLMmasıb 


HoMy yPaBHeHmo IA a(f) = (2) [r. e., «(£) mpomopumoHanbHa CHJIe BA3KOCTH]; 3TO 
n=0 


ypaBuenne pemmaerca IIOCTeIEHHO OTNEIHLHEIMU IIATaMH. 
B nacronımei pa6ore ypaBHeHue a a(£) pasuaraetca B CTeNeHHOA pAA RES ERSERERERG &,a 

HMEHHO AI CIIYyaA BaMmeHIMIONIerOCH TeYEHUA BJONb HEOTPAHHYEHHOH TIOJIYILIOCKOCTH. 1 TaB- 

HAsI TPYAHOCTb B PeIIeHUH COCTOHT B TOM, YTO YPaBHeHNE ILIA a(£) ABIIHETCH PACXONANIUMEN. 


UToÖbI HAÜTU BEIIHYUHyY a(£), KOTOPAH COOTBETCTBYET CXONAINEMyCAH YPaBHeHHIO, OT KOTOPOTO 
pacxonnmeech ypaBHeHHeE ObLIO IIOJTYYEHO, MbI HOJIB3yeMCH rpauchopmanmeä Yünepa. 


1. Introduetion 


It has been shown by the present writer [1] that the equation of the boundary-layer for 
the function f(&, n) (2.5), where £, n are taken along and normal to the boundary respectively, 
can be reduced to a non-linear differential equation for the function a(E) = (f/en?)„-o (2.16) 
(2.17) (i. e. a(£) is proportional to the viscous force); it is then solved step by step, [2], [3]. 

The aim of the present paper is to solve this equation in a power series of &. The main diffi- 
culty of the solution is that the differential equation in a(£) is divergent. To find the value of a(), 
corresponding to the convergent equation from which the divergent equation was obtained, we 
use EuLER’s tansformation. 

The method of solution is applied to the case of a retarded flow past a semi-infinite plane; 
- the result obtained is in close agreement with GÖRTLER’s solution by means of his New Power 
Series [4]. 

2. The Equations 


We have to solve the equations of the boundary-layer 


a Se 

0X 0y 0 0% 
en ee Fe 
EN Ta 


where x and y are taken along and normal to the solid boundary respectively, the origin of x 
being at the forward stagnation point, and u and v are the corresponding velocities. 


The boundary conditions are 
u=v=0 a y=0, u-Ul, a y=w 22. Zee 


where y = 0 corresponds to the solid boundary, and-U, is the velocity at infinity. 
The equations can be transformed as follows, [1], [4]. Put 


x Y 
U, \12 R 
Ee= [vo dx, 7) [2 n) K .dy, | KR RE 


ya VHS N) | 


where U, U,(x) is the veloeity at the edge of the boundary layer. y is the stream function, such 
that 


24 Zee ee 


Iransforming the equation (2.1) to the new coordinates we find 


8 9% af \2 2 2 af 28 
Ha (Aa re 
on om on on mo& O& m 


DR { D = 


| RL KEN 
where \=—E Be ER}: 
dE 
and the boundary conditions are 
SE of 
Da: =0 at n=0, Dr Sl aa ee (2.6); 


a simple derivation of the equation was given by GÖRTLER [4] 
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a) The solution 
To solve the equation (2.5), put 


where f(&; n) satisfies the conditions at 7 = 0; the expression is convergent within a certain 
finite radius of 7. 


Substituting (2.7) in (2.5), we find the coefficients a, in terms of a, and its derivatives 
with respect of &; they are 


02 
= a-[,,) , . G=AMd), ,=0, = —- (l+29)@® +2Ead, 
n=0 


Be Alena AENar ea) Laert 


. (2.8), 


where primes denote differentiation with respect to &. The function f(&, n), considered .now as 
known, except for a($&), is substituted in all terms in (2.5), with the exception of 02f/0n? and ö3f/on?. 
The equation (2.5) is, thus, formally reduced to a non-homogeneous ordinary linear differential 
equation of the first order in 2//2n? with known coefficients; its general solution is of the form 


0 
re n) exp {—F&,n)} 
where ee 229), 


= I1e n)dn 


and o(&,n) is a slowly varying function. 


To find o, put 
en een EDER OTO). 


n=V) 


Combining (2.7), (2.9) and (2.10), expanding the exponential in powers of n, and comparing on 
both sides the terms in 7”, we find the coefficients b, expressed in terms of a(£) and its deriva- 
tives [1]: namely 

Dabei, bel, be 21 e r2: a 


where primes denote differentiation with respect to £. 


b) The equation in a() = (#f/or?)„=o 
The unknown function a(£) is found from the boundary condition (2.6) at infinity 


m CE TE TE ee 37 


u 


The integral (2.12) is evaluated by the method of steepest descent, with 7 = 0 as the sta- 
tionary point, and the positive axis as the path of steepest descent. 


It has to be borne in mind, however, that F(&,n) and (&, 7) are extended beyond their 
radius of convergence, which is finite, and, therefore, they become divergent; on the other hand, 
F(&, n) is not multiplied by a large parameter. To overcome this difficulty, and make the inte- 
gral semi-convergent, we make use of the following formal procedure. We introduce an arbi- 
trary small parameter e and consider, instead of (2.12), the integral 


Io I en Dr ranE 
) 


gis taken as an inverse cube in order to obtain the final expression expanded in integer powers 
of e. The expressions obtained after integrations will be semi-convergent for sufficiently small &, 
and can be dealth with in the ordinary way. To obtain their numerical value for e = 1 we apply 


EULER’s transformation. 
16* 
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To evaluate the integral (2.13), put 
FEN) et ee (2.14), 


and invert the equation (2.14) by expressing n in terms. of r; whence (2.12) 


a [ {—Ee°7) 96 nz "| 


where E . re 
p(E, n) = = a8 2 ah 
Integrating in terms of Gamma functions we find 
Ze _ I mtl, 2 3 ) E. . (2.16), 
m=0 


which is a non-linear ordinary differential equation for the unknown function a(£). 
The functions d,, are given in [1]; they are quoted here (slightly corrected) for the sake of 


convenience. ee 
1 51 213 
union. a-Y[i)" a8. 
%=( a ne: a 
a er. (2.17), 


28 3a 15552 a 
Fe: 3 [7 gB# 3ER  3MEd 735 
5 


6 

a 
er eier gEN Ea’l ai 
re a 
a 


= 0 er 
where primes denote differentiation with respect to £. 


c) Inversion of the variables 


To facilitate the reading of the paper we give here the rules of inversion of the variables. 
Consider the integral 


7 
Sedexp -F)ldn. nennen (2.18), 
and let | 
N | 
ee re (2.19). | 
on) ar 2 b, n" | 
Put | 
A, | 
Et m 1/3 (m+1) 
n ya 7 ee... (2.20), 3 
then A, is the coefficient of 7” in the expression 
(tn + nr TU DE Er Er (2,21). | 
The integral (2.18) becomes 
a: dn | 
I e "oln) en RAN | | 
here ‚ en N ee 
( TOR Fi als >; ie va | 
— 


and d,, is equal to one third of the coefficient of 7" in the expression 


Grantam+t.. Jasmin) (+ ba + bi.) Dee 
the method of inversion is explained in detail in [5] and is quoted in [1]. 
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3. Euler’s Transformation 


re: EULER’s transformation serves to sum divergent series. An account of the transformation 
is given in [6], [7], [8]. 


According to EULER the sum of a divergent series is the finite numerical value of the con- 
vergent expression from which the divergent series is obtained. 


To facilitate the reading of the paper an example of the transformation is given. Consider 
the series 
: s@)=1—32 +92 — 272° +... 


for x = 1. The evaluation of s(I) can be conveniently arranged in the following table 


ee Te Ener 
a a Le pe 
N BEL 
gear ri 
le 


where each term, starting from the second row, is equal to the algebraic sum of the two adjacent 
terms in the line above; whence i 


ne DE up 


this series is still divergent. Repeating the transformation we obtain s(I) = 1/4. 
EULER applies his method very successfully to the summation of asymptotic series. 


The following rules are useful in the application of the transformation. 


The transformation can be started from any term; since the number of terms used is limited, 
all terms, including zeros, should be retained in the series. 

An asymptotic series becomes only initially convergent after a transformation is applied; 
one has, then, to repeat the transformation on the divergent terms, and so on. 

Repeated transformations improve, but slow down, the convergence; accordingly the least 
number of transformations should be applied. 


4. Solution of the Ordinary equation 


We explain now the solution of the non-linear equation (2.16) on a particular example 


Pe er pn (4.1), 


which corresponds to a uniformly retarded flow past a semiinfinite plane. From (2.5), (4,1) we 
find 
28 


Te RL HIBRANESHFIOE) 2 (4.2), 


„= 


where the terms only up to &° are retained. 
The equation (2.16) is solved in power series in the usual way. Putting 


N ES RN 


n=0 


where only thefirst six terms are retained, we insert (4.2) and (4.3) in the equation (2.16); expand- 
ing it in powers of &, and equating to zero the coefficients of £*, we find the unknown k,„’s. The 
expressions which determine the k„’s are series in powers of e; they are usually divergent for 
e = 1; to find their convergent value use is made of EuLer’s transformation in the following way. 


The transformation is applied to all terms of the equation, and k, is found; inserting the 
value of k, in the equation from which it was obtained, we check whether the expansion is con- 
vergent. Ifit is only initially convergent, we apply the transformation to the divergent terms to 
find a new value of k„, and so on. 
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The caleulations are simple, but rather tedious; we consider a few of the k„ equations in 
order to make the procedure clearer. 


g0 1.6227 k2ls & + 0.03606 Kö +. -—=1. 

Using these two terms with e = 1 we find k, — 0.468. If the d, term is included in (2.16), we 
obtain k, = 0.46%. 

A 1.0818 we + 6.8345 & + 0 + (— 2.0194 + 1.0337 o) e&® + 7.2908 8. +0+-:'=0, 


where 
o= kıl ko . 


Putting e = 1, and applying Eurer’s transformation from the beginning of the series, we find 
0.5409 ® + (1.7086 + 0.2705 ©) + (1.7086 + 0.1352 ©) + (1.1552 + 0.1322 o) 


+ (0.8297 + 0.1621 ©) + (0.7879 + 0.1770 ©) = 1.4179 0 + 6.190 =0 .. . (4.4); 


whence 
o = k,/k, = — 4.3656 , 
and the expression (4.4) becomes . 


— 2.3613 + 0.5277 + 1.1184 + 0.5781 + 0.1220 + 0.012... .. . (4.5). 


Since the last term in (4.5) is much smaller than the one before it, we have to assume that the 
last term is about 0.122. If the next term is included in the equation (2.16), we obtain k,/k, 
— —4.4058, and the term 0.0152 is replaced by 0.0081 + 0.0570; the preceding terms, including 
0.1220, change only slightly; the convergence is, thus, improved. 


The equation corresponding to & is omitted since no new point arises. 


2 (— 26.8600 + 1.0818 ») e + 205.1821 e® — 140.5498 &® + (— 12.5802 + 3.0530 w) e? 
+ 612.0389 & — 408.9716e +. --=0, 


where © — Relko. 
Applying EuLer’s transformation, we obtain 


(— 13.4300 + 0.5409 ©) + (44.5680 + 0.2705 ©) + (30.3568 + 0.1352 ) 


+ (9.6441 + 0.2584 ©) + (16.0027 + 0.4154 ») + (33.1050 + 0.4939 &) + - - - 
= 120.2466 +2.1183o0 = 0 mi RER 


whence & = — 56.8783 . 
Inserting & in the expression (4.6), we find 
— 47.1955 + 29.1824 + 26.6666 — 5.0419 — 7.6245 + 5.0128 


as can be seen, the last terms show poor convergence. 


Transforming the last four terms in (4.6), we find 


(15.1784 + 0.0676 @) + (10.0002 + 0.0983 ©) + (8.2059 + 0.1334 ®) 
+ (8.7751 + 0.106860) 2. . (4.8); 


whence, combining them with the two first terms in (4.6), we find 


73.2976 +1.278o=0 ; 
whence ® = ks/k, = — 54.73, 
and the terms in (4.8) become 
11.2962 + 4.3549 + 0.5448 — 0.7353 , 


SEE better convergence. An extra term in the equation (2.16) has very little influence 
n 3 0' 


i Ey equation which determines k, does not lead to a satisfactory convergence, and an 
extra term was included in (2.16); this extra term was used in evaluating k,; it improved the 
convergence which, however, remained not completely satisfactory. 


The final result is 


a(£) = 0.468 — 2.04 E— 6.002 — 26.98 _ 118608 . . ... (4.9). 
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The number of terms used in (2.16) and (4.3) is not sufficient to give a good approximation 
close to a(£) = 0 (for x > 0.100), because of slow convergence of (4.9); a(£) vanishes, according 
to (4.9), at x = 0.1375, instead of at x = 0.120. 


Once a(£) is found, it is easy to evaluate f(&, n); the corresponding formulae are given in 
[1], and are not quoted for the sake of brevity. 


5. Comparison with a power expansion 


We compare (4.9) with the result obtained by solving the equation (2.5) in power series in 
the classical way. 


The equation (2.5) has been solved in series by GÖRTLER [4] by assuming 


lEn= 2% Fin NET, 


where only the first six terms were retained. 


The functions F,(n), except F,(n), satisfy non-homogeneous linear differential equations. 
They are expressed, in the first instance, as linear combinations of auxiliary functions, so as to 
make the latter independent of the coefficients of A(£); in all there are nineteen functions for the 
first six F„ functions. 


Each auxiliary function satisfies a third order linear non-homogeneous differential equa- 
tion where the right hand side for the consecutive functions contains the differential coefficients, 
up to the second order inclusive, of the earlier functions. 


The caleulations, which entailed the consecutive integration of the nineteen differential 
equations, were carried out in U.S.A. on a high speed automatic computor. 


These functions were used by Dr. H. Wırrıng to solve the same problem. 


In the table are given the results of the two calculations. 


—a=0ofo? aan =0; U, =1-—x 
5 a a a a 

Meksyn Witting z Meksyn Witting 
0 | 0.468 0.4696 0 0750 0.275 0.2728 
0.0125 | 0.441 0.4429 0.0875 0.231 0.2282 
0.0250 | 0.413 | 0.4142 0.1000 0.183 0.1786 
0.0375 0.383 | 0.3833 0.1125 0.128 0.1232 
0.0500 0.350 | 0.3498 0.1250 0.067 0.0612 
0.0625 | 0.315 | 0.3131 0.1375 0 —.0085 


I wish to thank Professor H. GÖRTLER for letting me have Dr. H. Wırrıng’s results, and 
Professor J. T. SEMPLE for permissiom to use the computing facilities of the Mathematics De- 
partment King’s College, London. 
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Über ein Warteproblem aus der Vermittlungstechnik” 
Von HoRAND STÖRMER 


; iten, die vor einer zentralen Steuer- 

) te, von A. K. Erlang angegebene Verteilung der Wartezeiten, N nei 

Ing IR ra ne REN Fe für a : N Bern a ig = Ge nn 
} intreffens abgefertigt werden. In der Praxis ıst { g 2 

ne aan in einer durch Zufall bestimmten Reihenfolge abgefertigt. 

In der folgenden Untersuchung wird zunächst die Verteilung der Wartezeiten bei En TEN 

den Anrufe nach einer bestimmten un (m a er en & Bates dr 

jedem Anruf zufallsmäßig eine dieser m Rangstufen | h e vird. 

Fir N STE en geschlossener Ausdruck für die Verteilungsfunktion der Wartezeiten. _ 


The well-known distribution, first given by A. K. Erlang, of waiting times a we 
steering mechanism is working Br: [7 EN Be: on lied n ca en pr 
) in which they arrive. In practice, this Ü i y oft filled. nstead, ti A 
alle a nn dealt in Goeding to chance. In the present investigation the distribution of waiting jene is 
first treated under the assumption that the calls are being handled according to a system of ZCTRER er ung 
m different steps. It is then assumed that there is a chance correlation er we _ nn ee 
of these priority steps. In the limit m > oo a simple closed expression is obtained for ribut 
waiting times. 

CTHO®@, YCTaHOBAIEHHOE A. K. IpAaHroM, pacupeneJIeHHe BpeMeH O7KHNAHuA, BOBHN- 
un AO er B HEHTPAALHYIO YIPABJIAIINyIO YCTAHOBKY C TORKIUREHE pa6ouHuM 
BpemeHeM 7), HMeeT MecTo MIA cAyyan, Korna OrkuNammme EHLBETIE cpa TER B 
HOpANKe ux IocTynaeHnun. Ha IpakTuke 01HaKO 9TO YCIIOBUE YAaCTO HECOÖMONAeTCH. . en 
TUB, CHTHAJIBI CPAÖATEIBAIOTCH B TOPANKE, OIIPeeIAeMoM c/TyyaliHnoctbıo. B HacTonmeii pa6o- 
Te BbIBONHTCH HEROTOPOE pacrıpereitenne BpeMeH O/KUNAHHA CHTHAJIOB B BABHCHMOCTH OT ONpe- 
MesIeHHOU CTEeIIEHN BA3KHOCTH (m Pa3JImyHbIX CTeIEHEeÜ). BATEM IPenmoNaraeTtca, YTO KA5KNOMYy 
CUTHAJTLy CIIyYafHbIM 00Pa30M IPHIINHCHIBAeTCA OAHA U3 ITUX m CTeNeHef BA5KHOCTH. aa m — © 
TOJAIYYAaeTCA IIPOCTOE KOHEYHOE BbIPA}KeHHE PYHRIHH PacıpenelIeHun BPeMeH O7KHJAaHHA. 


1. Einleitung 


An einer zentralen Schalteinrichtung mögen Anrufe zufallsmäßig eintreffen, d.h., die 
Einfallabstände mögen unabhängig voneinander sein und einer Exponentialverteilung genügen. 
Die Schalteinrichtung benötige zur Abfertigung jedes Anrufs eine konstante Arbeitszeit Ta: I 
die Schalteinrichtung gerade von einem Anruf belegt, so müssen weitere einfallende Anrufe 
warten. Die wartenden Anrufe sollen in folgender Zufallsreihenfolge abgefertigt werden: Jedem 
Anruf wird ein Rang, d.h. eine reelle Zahln mit0O <n< 1 zugeordnet. Die Wahrscheinlichkeit, 
daß n<Srist, sei 

Dir 
= |: iISTel 
1. 


Der Rang genügt also einer Gleichverteilung. Von gleichzeitig wartenden Anrufen wird der 
mit dem kleinsten n zuerst abgefertigt. 


In der Praxis wird man nur endlich viele Rangstufen 4 (u = 1,2,..., m) vorsehen, die 
alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/m zugeteilt werden. Die Rangstufen können z.B. 
durch die Ausgänge eines Wählers realisiert werden, denen die Anrufe zufallsmäßig zugeteilt 
werden. Beim Freiwerden der Schalteinrichtung werden die Ausgänge immer in der gleichen 


Reihenfolge nach wartenden Anrufen abgesucht. 


Wenn den Patienten eines Arztes beim Betreten des Wartezimmers durch Auslosen mit 
einem Roulette eine Nummern (BT Zr m) zugeteilt wird und immer der Inhaber der 
kleinsten Nummer zuerst an die Reihe kommt, so ergibt sich die gleiche Wartezeitverteilung. 
Von mehreren Patienten mit der gleichen Nummer wird der zuerst angekommene zuerst be- 
handelt. 

In den beiden folgenden Abschnitten wird zuerst die Wartezeitverteilung bestimmt, die 
sich bei Abfertigung der Anrufe nach einer festen Rangordnung ergibt. Dabei erhält man für 
jeden Rang u die Verteilungsfunktion für die Wartezeiten. Hieraus ergibt sich dann (Abschnitt 4) 


unmittelbar die Verteilungsfunktion der Wartezeiten für die Zufallsabfertigung mit endlich 


vielen Rangstufen a (u = 1,2,...,m). Durch den Grenzübergang m — © folgt daraus für die 
gesuchte Grenzverteilung 


2 ein verhältnismäßig einfacher Ausdruck. Numerische Rechnungen 
zeigten, daß sich für m > 10 im allgemeinen keine nennenswerten Abweichungen mehr von 
dieser Grenzverteilung ergeben. 


*) Mitteilung aus dem Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, München. 
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Bei allen Betrachtungen wird angenommen, daß sich das System in einem stationären 
‚ Zustand (im „statistischen Gleichgewicht‘) befindet. Die Existenz der behandelten Grenz- 
verteilungen wird also vorausgesetzt (vgl. [3]). 


2. Die Wartezeitverteilung der Anrufe mit dem höchsten Rang 


Um den folgenden Satz über die Wartezeitverteilung der ranghöchsten Anrufe möglichst 
‚allgemein formulieren zu können, wollen wir in diesem Abschnitt von der Voraussetzung der 
konstanten Arbeitszeit der Länge T, absehen und annehmen, daß die Arbeitszeiten einer vor- 
gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung mit dem Mittelwert (Erwartungswert) T, genügen. Von 
den Einfallabständen soll dagegen stets angenommen werden, daß sie einer Exponentialvertei- 
lung genügen. 


Es sei also G(f) die Wahrscheinlichkeit für eine Arbeitszeit > it. Die Anrufe mit dem 
Rang u wollen wir zu einer Gruppe zusammenfassen, die wir durch ihre Ordnungsnummer u 
kennzeichnen. Kommt ein Anruf an der Schalteinrichtung an, so wird er dann und nur dann 
sofort abgefertigt, wenn das Schaltglied frei ist. Warten mehrere Anrufe gleichzeitig, so wer- 
den immer die Anrufe zuerst abgefertigt, die zu der Gruppe mit der kleinsten Ordnungsnummer 
gehören. Anrufe derselben Gruppe werden in der Reihenfolge ihres Eintreffens abgefertigt. 
Anrufe der Gruppe 1 werden also stets vor gleichzeitig wartenden Anrufen aller anderen Gruppen 
abgefertigt, Anrufe der Gruppe 2 vor denen der Gruppen 3,..., m, usw. 

Für die Herleitung der Wartezeitverteilung der ranghöchsten Anrufe (Anrufe der Gruppe 1) 
genügt es offenbar, den Fall m = 2 (2 Ranggruppen) zu betrachten, d.h. die Gruppen mit 
u > 1 zu einer einzigen Gruppe 2 zusammenzufassen. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Anruf der Gruppe 1 länger als { warten muß, werde mit 
P,(>!t) bezeichnet. Die Funktion P, (> ft) und entsprechende Funktionen, die Wahrschein- 
lichkeiten für das Überschreiten einer Wartezeit ? darstellen, sollen im folgenden kurz Warte- 
zeit-Verteilungsfunktionen genannt werden. Weiter sei p,(f) die zu P, (>?) gehörende Wahr- 
scheinlichkeitsdichte: 

—dP, (> 


Den mittleren Einfallabstand aller Anrufe bezeichnen wir mit a, den mittleren Einfallabstand 
der ranghöchsten Anrufe mit a,, den der übrigen Anrufe mit a,. Es ist also 


1 1 1 


ae era 
Die Größen 


bezeichnen wir als die zugehörigen ‚Angebote‘. Es wird stets A < 1 vorausgesetzt. Dann 
beweisen wir den folgenden 


Satz 1: 
Es gilt: 
t 
A, 1—A, ie fra} 
= = li t—Tr)d AD): 
4 = + | FRE nd () 
0 
Aus (1) folgt durch Integration nach einigen Umformungen die Beziehung für P, (>) 
oo b 
A 2 
uten -_ joa+ [4 Pr=EDGls mare ll). 
1 < 
t Ö 


Werden dem Schaltglied nur die Anrufe mit höchstem Rang angeboten, so wird der Faktor 
A,/JA zu 1. Der Satz 1 läßt sich also, da P, (>) durch (1’) eindeutig bestimmt ist, auch so 


aussprechen: Die mit multiplizierte Funktion P, (> t) ist identisch mit der Wartezeit- 


Verteilungsfunktion P(>t), die sich bei einem gewöhnlichen Wartesystem (ohne Vorrang- 
abfertigung) für das Angebot A, ergibt. 
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Bezieht man schließlich die Wartezeitverteilung auf die wartenden Anrufe, so bedeutet 
Satz 1: 
Die Wartezeitverteilung der wartenden ranghöchsten Anrufe ist die gleiche wie in dem 
Fall, daß der Schalteinrichtung nur diese ranghöchsten Anrufe angeboten werden. 

Zum Beweis von Satz 1 betrachten wir einen beliebigen. ranghöchsten Anruf, der zur 
Zeit t, einfallen möge. Ein solcher Anruf muß länger als ? warten, wenn 
erstens die Schalteinrichtung beim Eintreffen des betrachteten Anrufes von einem Anruf aus 
der Gruppe 2 belegt ist, kein anderer Anruf aus der ersten ranghöchsten Gruppe wartet und 
die Belegung noch länger als f bestehen bleibt, oder e 
zweitens der letzte vorangegangene Anruf aus der ersten (ranghöchsten) Gruppe zur Zeit 
{, + t noch wartet oder gerade abgefertigt wird. 

Beide Fälle schließen einander aus. Weitere Möglichkeiten gibt es nicht. 

Die Wahrscheinlichkeit Pı. (> f) für eine Wartezeit > t der ersten Art läßt sich fol- 
gendermaßen bestimmen: 

Da alle Anrufe zu Belegungen der Schalteinrichtung führen, ist die Wahrscheinlichkeits- 
dichte für den Beginn einer Belegung der Schalteinrichtung durch einen Anruf aus der Gruppe 2 
zur Zeit t,—r, also vor dem Eintreffen des betrachteten Anrufes der ranghöchsten Gruppe 


1 


Ag 
Die Wahrscheinlichkeit, daß außerdem bis zum Eintreffen des betrachteten Anrufes 


erstens kein anderer Anruf der ranghöchsten Gruppe ankommt und zweitens die Belegung zur 
Zeit {, + t noch andauert, ist 


T 


A a U 
Daraus folgt durch Integration über 7 > 0 als Wahrscheinlichkeit für eine so entstehende 
Wartezeit >t 
m 
Bald) = ee: G(e + dd ae Fe: 


0 
Die Wahrscheinlichkeit P,, (> t) für eine Wartezeit > ?{ der zweiten Art läßt sich eben- 
falls leicht bestimmen: 


ß Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß der letzte vorangegangene Anruf aus der rang- 
höchsten Gruppe zur Zeit ft, —r eingefallen ist und zur Zeit £, + noch wartet oder gerade 
abgefertigt wird, beträgt 


en 
—e. "HGB. 
a, 
Hierin ist H (r + t) die Wahrscheinlichkeit, daß für einen Anruf der Gru j 
st die Wahr j ppe 1 die Summe von 
Wartezeit und Arbeitszeit größer als r + !ist. Integriert man über r > 0), so erhält man 


oo 


* 1 T 
P ; > { == a dr 2 
u(>U =: H(t-+l) dı a 
Ö 
und für die gesuchte Wahrscheinlichkeit P, (>) gilt 


oo 


PO>9d=Pu9d+Pu>H-= (SEI FEED 
(gs a, ' 
v 


Mit der Substitution r+t=x erhält man hieraus 


x 


‘ Ur, E x 
USW en | © + el dx 


A, a, 


und hieraus durch Differentiation nach / 


aber Gi), Hi 
A Du ET . (4). 


43 d, 


H. STÖRMER, Über ein Warteproblem aus der Vermittlungstechnik 239 


Da die Wartezeit eines Anrufes und die darauf folgende Arbeitszeit des Schaltgliedes 
voneinander unabhängig sind, erhält man H(f) durch Faltung der beiden Verteilungsfunktionen 
P,(>1) und G(l). ‚Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Anruf überhaupt warten muß, ist gleich 
dem Angebot A. Daher gilt für H(f): 


B6=PeHı4 N DEE de RAND (5). 


Aus (4) und (5) folgt 


t 


\eo +. [mose—n de 


1 1—A 
=|— 
Pı (m Tr a, 
und hieraus wegen 
1 Sg: A1—A, 


A, a, A, .& 


die Richtigkeit des Satzes 1. 


Wir beschränken uns jetzt wieder auf den Spezialfall konstanter Arbeitszeiten. Aus Satz 1 

folgt, daß für die Verteilungsfunktion P, (>t) bis auf den Faktor = die bekannte Formel 
1 

von ErLANG [1] für die Wartezeitverteilung bei einer Schalteinrichtung mit konstanter Arbeits- 


zeit gilt. Wir erhalten also mit der Abkürzung =. —T 


A 


05 
P,(>) = sh a = iu (6) 


fürs ten + Lan 


3. Die Wartezeitverteilung der Anrufe aus der u-ten Gruppe (u > 1) 


Es sei P,(>t) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Anruf mit dem Rang u länger als ? 
warten muß. Weiter sei 


A, das Angebot der Anrufe aus der Gruppe u, 
A(< u) das Angebot der Anrufe aus den Gruppen 1,...,u—1, 
A(<yu) das Angebot der Anrüfe aus den Gruppen 1,..., u. 
Wir beweisen den 

Satz 2. 
Es gilt 


Bench ent si<smsl)T,, | 
AN-AC<H TAN AS H I ch eine (7) 
A mr =, ER R | 


u 


Pank> 1) > 


v=0 


1 


ze —o, 
N! 


mit ,=A,t—)—vA(<yp, = 


Beweis: 

Die ersten „Gruppen mögen zunächst zusammengefaßt werden als gemeinsame rang- 
höchste Gruppe. Die zugehörige Wartezeit-Verteilungsfunktion P; (> t) läßt sich dann nach 
(6) angeben, wenn man A (< u) statt A, schreibt. 

Jetzt betrachten wir die Anrufe der w-ten Gruppe für sich und fragen nach ihrer Warte- 
zeitverteilung. 

Eine Wartezeit ? für die Anrufe dieser Gruppe kann z. B. dadurch bewirkt werden, daß 


die Schalteinrichtung von vorher eingetroffenen Anrufen aus den Gruppen 1,...,w für einen 
Zeitabschnitt { belegt bleibt und innerhalb des Zeitabschnitts ! kein weiterer Anruf aus den 
Gruppen 1,...,#«— 1 ankommt. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 


P.(t) wo(t) 
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mit ’ 


wenn wj() die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daß innerhalb der Zeitspanne ! kein Anruf aus 


den Gruppen 1,...,u—1 eintrifft. 
Oder es kann z.B. eine Wartezeit { dadurch entstehen, daß die Schalteinrichtung nur 
- für die Zeitspanne {— T, von vorher angekommenen Anrufen aus den Gruppen 1,..., be- 
legt bleibt, diese Zeitspanne aber durch einen weiteren ankommenden Anruf aus einer der Grup- 
pen 1,...,4— 1 um T, verlängert wird. 


Die Wahrscheinlichkeitsdichte hierfür ist 
Pu — T)w(dt—T,); 


wenn w, (i— T,) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daß innerhalb der Zeitspanne {— T, ge- 
nau ein weiterer Anruf aus einer der Gruppen 1,...,4—1 eintrifft. ö 


Die Funktion w,(f) soll jetzt allgemein folgende Bedeutung haben: 


Die Schalteinrichtung sei für die Zeitspanne ? von vorher eingetroffenen Anrufen aus den 
Gruppen 1,...,‚ ununterbrochen belegt. Fallen in dieser Zeitspanne genau & Anrufe aus den 
Gruppen 1,...,#a—1 ein, so verlängert sie sich zunächst um « T,. Fallen innerhalb dieser 
hinzugefügten Zeitspanne x T, weitere ß Anrufe aus den Gruppen 1,...,#—-1 ein, so wird 
sie um die weitere Zeit ö T', verlängert usw., bis schließlich die Folge von lückenlos aneinander 
anschließenden Belegungen einmal dadurch abbricht, daß kein weiterer Anruf aus einer der 
Gruppen 1,...,#— 1 mehr eintrifft. Die Größe w,„(f) bezeichne jetzt allgemein die Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Belegungszeit { auf diese Weise durch insgesamt n weitere einfallende 
ranghöhere Anrufe (Anrufe aus den Gruppen 1,...,«— 1) um nT, verlängert wird. 


Dann erhält man als Wahrscheinlichkeitsdichte für eine Wartezeit? der Anrufe aus der 


u-ten Gruppe: 
PB = RAT) weh Fee re 


Dabei wird über alle » mit {—» T, > 0 summiert. 


Die nächste Aufgabe besteht also darin, w,(f) zu bestimmen. Wir benützen dazu einen 
ähnlichen Weg, wie ihn E. Boreu [2] für den Fall {= T, eingeschlagen hat. 


Dazu betrachten wir zuerst den Fall, daß die Zeitspanne { um genau n Abschnitte der 
Länge T, verlängert wird und daß dabei innerhalb ? genau x (x <n) und nach Ablauf von { 
weitere n — & ranghöhere Anrufe kommen. Die Wahrscheinlichkeit dafür wollen wir mit w(&, n) 
bezeichnen. (Den Parameter ! lassen wir der einfacheren Schreibweise halber fort.) 


Dann gilt (a, = Einfallabstand der ranghöheren Anrufe) 


£ FE t 
= % GraR 
r7 w(,n) = En e = Wa) 2.20, KR RI (9) 


und 


n t 


2 wen)=w(), n=1l2,...,; wü=e" 2.., 227200 
‘=1l 

Eine Verlängerung der Zeitspanne ! um n T, bei x ranghöheren Anrufen innerhalb { kommt 

dadurch zustande, daß innerhalb der anschließenden Zeitspanne x T, wieder eine Anzahl a, 

von ranghöheren Anrufen, innerhalb der anschließenden Zeitspanne a, T, neue x, ranghöhere 

Anrufe ankommen USW., bis die Folge, die zuletzt durch a; ranghöhere Anrufe verlängert sein 

möge, dadurch abbricht, daß innerhalb der Zeitspanne a; T, kein weiterer ranghöherer Anruf 


mehr kommt. Die Wahrscheinlichkeit für eine solche Folge ist (mit der Abkürzung To — )); 
Ay 


t & 
3 t 

DE: up" 

— ef : e=- WS er, h —ı1Y e rt—ı1V eV 
al a! &g ! Ä a e 


mit at +. + =n. 
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Statt dessen kann man schreiben 


EN 0, 
era (ae 
lat... !1\a, 


Summiert man bei festem & und n die Wahrscheinlichkeiten für sämtliche möglichen dieser 
Folgen, so erhält man 


12 
w(,n)=A,yt=ert mt Yy= TE ER (u). 


A, hängt (bei festem Z und a,) von n und «, nicht aber von y ab, das jetzt als Inehluäneige 
Variable betrachtet wird. 


Mit 
Ve A En (12) 
führen wir eine neue Variable ein. Dann ist 


Dez: ENY — zn —a . o-0aY : 
und aus (9) wird 


- Ä 
Aut Asız tr... Jet = —-e = u() 
oder 
A A au ENTE Er 0 SE Eee EEE (13). 
Nach (12) ist ev — z, also folgt aus (13) 
se A er Ze UN See Re (14). 


Die Koeffizienten A, dieser Potenzreihe bestimmen wir nach dem Satz von CAucHY: 


wi) 
Br Tue 


Dabei wird über eine geschlossene kleine Kurve c um z = 0 integriert. 


Substituiert man z durch y, so erhält man 


w(a) [ e"’ (1 — y) 2% nr—e—1 
ri yn—e+l = n=- ol | 


e' 


Aue DIE) se LO): 


Der Integrationsweg ist wieder eine geschlossene kleine Kurve € um y=(. 
Aus (11) und (15) ergibt sich jetzt 


mn —a—l 
BaRZ RE Ay EBEN 
Summiert man über x =1,...,n (Formel (10)), so erhält man fürn =1,2,. 
en : — nn—1lım p—ny an y)* w(a) 
AO 2 w@,n)=n y" e B Sl 
. Y 

und unter Verwendung von (9) mit a, = 7 

0 


ee” 


Wegen 


N n d n d 
el 2 —= — (1 x =n(l +)! 
De[a): nn. EN Aula ( 
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ergibt sich daraus nach einfacher Umformung j R | 
n—1 
w„() = yr ai un ae Sn 
En (16), 
mit Sr T 


und für die in der Formel (8) für p,„(l) auftretenden Größen w, (i—» T,) erhält man mit 
y= Ta = A(<u) 


N IT) = E —A(<u) ) 
mit TeAlsan ii 
Mit Hilfe von (17) und (8) können wir jetzt die Wahrscheinlichkeitsdichte p,(f) für eine Warte- 
zeit { der Anrufe mit dem Rang u berechnen. 
Wir bezeichnen jetzt den für den Bereich 
TS DT, FeUu 2 


gültigen Ausdruck für p%(l) mit pi ,(), den für p,(f) gültigen Ausdruck mit p,,.,(l). Die Funk- 
tionen p%,,(l) und p„,(f) betrachten wir als für alle £ definierte Funktionen, die in den an- 
gegebenen Bereichen mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten identisch sind. 


Mit den neuen Bezeichnungen folgt aus (8) 
Apun() = Pu,n(t) — Pu,n—ı(l) = 20, (—» T,) Ap&,a—+ t— +» To) (18) 
mit Apı,»() = Pa,«() — Pa», Pa,—ı() = 0 
Aus (6) erhält man, wenn man A, durch A (< u) ersetzt, durch Differenzieren 


Pax) = zu = = iS in e@—AF eAlsWe—ı) 
0 eu 
2 ann, et Ben 2. (19), 


(#=0,1,...; für x = 0 entfällt die zweite Summe). 


Hieraus folgt 
4 - = _ (,R—r — nr 
pi ee en f A | ei 


T, a —— 
(n—»)! (n—r—1)! 2.2.00). 


mit g=A(suw(tr—n), - Be 0 


mn 


Setzt man (17) und (20) in (18) ein, so erhält man 


LAN-AE ANETTE ar (— a"? — Gyr +1 
A un l Yen rm en A \ ” A en P un — ( 5) 
Punkt) Pr an <m ee m) 


_AUZASEM] u—, Bf ae > (— ati 
T, re! si (n—Ii-yl 


nu) 


n—i m  \n— 1—r n v 9 
— A (< | ya Tau 
R 2 ‚ia IN) Area 
oder 
AU—ASWI-N" (ei 1-1 « 
AB) = eh | | CA (ee 
: Ir n! (n— 1)! <a) (n— 1)! nal e* = h(x) 
n=0, 10 (21). 
mte=g— a =A,t—n)—nA(<u, Ar Ale A RE 1 1 0 


DI eat 


en 
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Die Wahrscheinlichkeit P,(> t) für eine Wartezeit > i der Anrufe mit dem Rang u läßt sich 
mit Hilfe von (21) berechnen. Bezeichnet man mit P,,„ (> t) denim Bereichn T,<t<(n+ 1) 7, 
gültigen Ausdruck für P, (> t), so gilt a 


—1(#+1)7, t 
Puna(>D=A— Sm dz = A — "g 1; Pu,»(2) dz — 4 Pu,n(z) dz 


v—0 
n—1 {t 


=A— 2 $ Ap,,(@)de— m Apun() d&= Pun-ı (> — [ Apu.nk) dz (22). 


v=0vT, 
Darin ist 
ı & 
T. AI—A(s any —_ pn -A]y=z 
rrße=2 | aa ae ee 
> Au = ml en 
nT', —nd(<p) 


_AUN-AEH) [Co GE E 
* RE A er Sei), m] 


Damit erhalten wir schließlich die Rekursionsformel für P,„(>D): 


Al—A(<m) 


ren 2 —A(< nl a) 


mit = Arlt— n)—nA(<u). 


t 
Für P,o (> t) findet man direkt aus P,o (> t) = A — [ p,.() dz: 
0 


AU—Al<H) AU-ASH) , 


Po (> 1) ve A A 
Daraus folgt mit (23) allgemein 
AI1l—A A(Il— = 1 
Pın (> t) = ( 7 4) ( = a TA De |- 
mit u =A,t —_„)—rA(<u) 
1 
und at = () s 


womit der Satz 2 bewiesen ist. 


4. Die Wartezeitverteilung bei zufallsmäßig bestimmtem Rang 


Wir nehmen jetzt an, daß jedem Anruf durch Zufall ein bestimmter Rang a (u =1,..., m) 
zugeordnet wird. Ist die zentrale Schalteinrichtung belegt, so muß der Anruf warten. Von 
zwei wartenden Anrufen wird stets der mit dem höheren Rang (d. h. mit der kleineren 
Zahl u) zuerst abgefertigt. Anrufe mit gleichem Rang werden in der Reihenfolge ihres Ein- 
treffens abgefertigt (beim Grenzübergang m — & geht die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwei 
Anrufe den gleichen Rang bekommen, gegen Null). Die Wahrscheinlichkeit, daß einem Anruf 
der vorgegebene Rangyu (u =1,..., m) zugeordnet wird, sei 1/m. 


Betrachtet man nun alle Anrufe, denen ein bestimmter Rang u zugeordnet wurde, so 
kann man leicht zeigen, daß der durch diese Anrufe gebildete Verkehr ein reiner Zufallsverkehr 
mit dem Verkehrswert A/m ist, wenn A das Gesamtangebot darstellt. 


Für die Wartezeitverteilung dieser Anrufe gilt also die Formel (7) mit 
ne _A—1 EL: 
A,„=Alm, A(<W)= = AM AN Hs = 7: a De re 773 F 


Da einem Anruf jeder Rangy mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/m zugeordnet werden 
kann, gilt für die Wahrscheinlichkeit P (> t,m) einer Wartezeit >: 


Mm 


P(>1,m=- Pit Se I 7) 
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Gesucht ist der Grenzwert, der aus (25) durch den Grenzübergang m— © folgt. Wir beweisen den 


Satz 3: 
Es gilt: 


P(>)=limP(>4,m=P,(>) für n , <t<(n+1)T, i 
m—>X a 9 
mit m "17, — k(A k)* Br (26) 


k=1 


Die Verteilungsfunktion ist also eine lineare Funktion der Zeit und läßt sich er Be 
einen Streckenzug darstellen, dessen Eckpunkte an den Stellen n T, (n=1,;,2,.. .) liegen. 


. 
4 
5 
“ 


Wahrscheinlichkeit Pb tt) für eine wartezeit»t —— 


Wartezeitverteilung bei Abfertigung nach zufallsmäßig bestimmter 
Rangordnung. A = Angebot, 7, = konstante Arbeitszeit 


Das Bild zeigt den Verlauf der Funktion P (> t) für verschiedene Werte von A. Infolge der 
logarithmischen Ordinatenteilung erscheinen die Geradenstücke hier als Bögen. 
Beweis des Satzes3: 

Setzt man in (7) 


A * 
A ae B A< = 41, 4 = =—-A, 
; m a. 1) m \ (zu) = A 
so erhält man 
A k—1 
12 (> D=m—( 1) A (m A) { | u \ N Hi mku—t) = (e-uk) x: 
se = == Hl: rare —UuL ettim __ Bu 4 = Ay 
u,n I u = ) 2 ( T) m & (27) 


(für n = 0 entfällt der Summenausdruck). 


a ı 
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Gesucht wird der Grenzwert 
Fre in > DR Ze EEE 
> 0-im 4 IP. m 
Wegen 
m At 
1 —— 
er na und lim mler =) = Art 
u=1 2 M— 00 
gilt zunächst: 
| a 1 Au Ar 
lim 50 m — (u— 1) A—(m—uA) e! "=im (m am ae) 
M—>OXO M— CO 2 2 
Ar Ar 
4 A Zr A = A 
— lim Al, ”)_ 1 > (m _ = A— — 
im [4 +e ( 5 jm\e 1 A—AIl > 
In der Summe von (27) halten wir jetztk(k=1,..., n) fest und bestimmen bei festem k 
A E= 
m u = (k A —) en) 
ia 1— — 5 
= al na)lıa T) Kl e 
A 
1 u u zT \I-1 — rk) 
LE 1 K>- vn m 
allen © 
De. u Te ı [k u kA— Fan) 
k—r)liim — 1—A— = 
u‘ SE ZEIGE Er 
Ar m Akyı 
en 1 NEN EAN Fr 
Bumet Im A le 
an el ale) 
Nun ist 
n Tu I er 99 
Jim (—,) S rin Fl a ee TR ( % 
Weiter ist nach der Definition des RıemAnsschen Integrals 
= Mm 
; 1 u 
x) de =lim — —— 
jo in 2m) 
V 
woraus 
1 m u ku k—1— u 
Im — A — || — ”" = I (l—A 1 el . (80 
Po BAL a) e ( x) (k x) ie dr (30) 
N) 


folgt. Da diese Integrale für} =1,..., k—1 existieren, folgt aus (29), daß alle Glieder 
)> 0 verschwinden. Für das Integral (30) mit } = 0 gilt 


k 


1 
k 
IK — Ar) (ka) edke de = Po 
(9) 


—Ak 


Also folgt endlich 


A k—1 
1 m u Ei (k a T) = (—ku) 
Im Il AA)ac en e 
Ak kk —Ak it -k (A De 
La Tee Re Kl 


und damit | 
er A\ , ut—k(Ak)* —Ar 
> Den 2 Bu (>) =4-4l1-2]r+ 2 12 kl “ s 


was zu zeigen war. 


17 


mit 


246 D.P. Gurra, Stresses due to Diametral Forces in Tension on an Ececentrie Hole of a Cireular Dise 


Literatur R 
[1] E. Brookmeyer, H.L. Haustrom and A. JENSEN, The Life and Works of A.K. Erlang. Kopenhagen 
1948. > 
. ‚ Caleul des probabilites. — Sur l’emploi du th&or&me de Bernoulli pour faciliter le caleul d’une 
ia eine ds Gneficlentan Application au problöme de l’attente & un guichet. Comptes rendues 214 (1952). 


: d J. Th. RunxensurG, Priority in waiting line problems I and II. Proceedings Konink- 
> Eike N se Akademie van een Series A, Mathematical Sciences Vol. LX (1957), 312—336. 


Manuskripteingang: 30. 1. 1959 


Anschrift: Dr. HoRAND STÖRMER, i. Hs. Siemens & Halske AG, Zentrallaboratorium, München 25, Hof- 
mannstr. dl 


ZAMM 40 (1960) Heft 5/6, Seite 246—252 


Stresses due to Diametral Forces ın Tension 
on an Eccentric Hole of a Circular Disc 


By D.P. GuptA 


Das Problem der Spannungsbestimmung in einer Kreisscheibe mit kreisförmigem, exzentrisch liegendem 
Loch wird für den Fall behandelt, daß auf das Loch zwei entgegengesetzt gleiche Spannungskräfte in Richtung 
der Verbindungslinie der beiden Kreismittelpunkte wirken, wobei der äußere Rand der Kreisscheibe als un- 
beansprucht vorausgesetzt wird. Die Lösung wird in bipolaren Koordinaten gegeben. Aus den erhaltenen 
Resultaten werden die Spannungen einer halb-unendlichenPlatte mit kreisförmigem Loch abgeleitet für den 
Fall, daß auf das Loch zwei entgegengesetzt gleiche Spannungskräfte in der Normalenrichtung zur geraden 
Berandung wirken, wobei letztere als unbeansprucht vorausgesetzt wird. 


In this paper, the problem of determining stresses in a circular disc with an eecentric circular hole is taken. 
up, when the hole is subjected to two equal and opposite forces in tension along the line of centres, the outer 
boundary of the disc being unstressed. T'he solution is determined in bipolar coordinates. From the resulis 
thus obtained the stresses on a semi-infinite plate acted upon by two equal and opposite diametral forces in 
tension on a circular hole in the plate in the direction of the normal to the straight boundary, the latter being 
kept free, have been deduced. 


B Hacronmei pa6oTe paccMmaTpuBaetca BOIPOC OoNpenesieHun Haups;KeHHÜu B KPyToBoü‘ 
ILIACTUHKe C IKCHEHTPHYECKUM KPYTJIBIM OTBEePCTHeM, B HPEeAMOJIOFKeEHHN, YTO OTBEPCTHE 
IONBepraeTcH 1ByM PABHEIM, HO HeÜCTByIOIHM B HPOTHBONOJIOFKHOM HAUNPABJIeEHHH, PACTATH- 
BAIOINHM CHIaM. IIpu 9TOM Hapy;KHaAa TpaHuuma MIACTHUHKH HANPFASKEHHUW He TIOABepraeTca. 
Pemenne onpenesIdeTcH B ÖUTOJAAPHEIX KOOPAUHATax. Vl3 NOJIyYeHHEIX TAKUM IYTeM pe3yJIbTa- 
TOB BbIBOATCH HAIPSBREHUA B IIOJIYÖCCKOHEYHOH INIACTUHRE, BhI3bIBAeMbIE ABYMA PABHLIMH, HO 
HelcTByIolleMu NNMaMeTpalIbHO B IHPOTUBOINOJEKHOM HAaNpaBJIeHuNm Ha KPYTAoe OTBepCcTue 
PacTATuBalmIuMuN CHIAMU, IpU MeM 3TU CMJIBI IPMIATaloTcH B HANpaBJIeHHH HOPMAım K 
IPsIMOU TPaHuLe IIACTUHKN. 


Nomenelature 


x, y = rectangular coordinates, 
R, 9); R,, 9, = polar coordinates, | 
1 
= stretch ratio, | 
&%, ß = orthogonal curvilinear coordinates, 
%x&,ß ß = normal stress components in curvilinear coordinates, 
& ß = shearing stress in curvilinear coordinates, 
— stress function, xy, X, = auxiliary stress functions, 
0, 0, T, C,.%, = Constants, 


a= areal positive length, 


F = applied force, & = yo, h=n—ec. 


1. Method 


The eurvilinear coordinates a, ß are defined by 


2 t+i(ly-+a) 
& - — l d=- et 
x+iß 08> +iy—a) es (1) 


whence 
R asinß 
cosh x — cos ß’ 


asınh x 


U 
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8 Ö 
If ne - are elements of arc measured along the normal to the curves & = constant, 


ß = constant, respectively, where 


1 a) 5) 
Solar on 9 
2 
N | h 0% oß 
cosh x — cos ß 
De Er B). 


a 
, The curves « = constant and 3 = constant are two sets of orthogonal circles, the former 
being a family of coaxial circles having (0, + a) as limiting points. We have « = 0 on the x-axis 
and ?=0 on the y-axis, except on the segment joining the limiting points (0, + a), where 
P=+x. Acirclex =, hasradius a cosech «, and centre at (0, a coth 0). 
In this coordinate system, the stresses, in terms of the stress function x are given by!) 


a 2 
RR [eos — cos ß) 2 Si a 2 sin ß n En cash. (hy); 
aßß = ne N: (hy) 4 
002 0% oß Ale! 
and = 
—_ 2 
axß = — (cosh x — cos ß) | 
whence 
Zen: _ Ga 
a(x& — ßß) = (cosh a — cos ß) a) 0 Dt (5). 
The stress function hy then satisfies the differential equation: 
98 o* 0% 0° 0° 
ee et N EL (9, 
The necessary and sufficient conditions that a boundary & = const. is stress free are: 
0) 
a2 (h 4) —zo ne ee Karla nn an Lofer Mar ers (7), 
and 
hy otanh& -E0(coshacosg I, + rsnB :. 2 2. .r (8), 


where o, o and r are MıcHeur’s three constants of the boundary. 


2. A eireular Dise with an Eecentrie Hole under Two Equal and Diametral Forces in Tension. 
Solution 
Consider a circular disc of unit thickness, and let the middle plane of the plate be the xy- 
plane, the y-axis being the line passing through the centres of the disc and the hole. Let two 
equal and opposite forces of intensity F per unit thickness be 
applied at the extremities A and B of the diameter .of the 
hole which coincides with the line of centres (fig. 1). 


Let the outer boundary of the disc be defined by 
&=c>0.and the boundary ofthe holebya = a, > c. 


Assuming that each of the forces F produces a simple 
radial stress distribution, the stress function x, which makes 
the boundary &« =a, stress free at all points other than 
A and B is given by?) 


2 


F j I 
0-—,|@ er a u 
where R, ©, and R,, ©, are the polar coordinates of any 
point P(x, y) on the disc, as shown in fig. 1. 


1) J. B. JEFFEREY, (1921), Plane stress and Plane strain in Bipolar coordinates, Phil. Trans. Roy. Soc. 
London, Vol. 221, pp. 265—293. ? 
2) J.H. Mıcuerr, (1900), Elementary Distribution of Plane Stresses, Proc. Lon. Math. Soc. London. 
Vol. 32, pp. 44. 
17* 
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It is found that fr „—a=E>0, 
ee es br er a Zu) sin n Bau) „ERROR 


n=1,2,... n 


er > ez ee Ne 


n=1,2,... n 
u hE-+ cosß 
Bere a ‚COSD 5 7 COBp ee: 
ne 2 coshx — cos ß > (12) 
Hence 


entf en—1F 


EIER % 
hy= a“ nn. Se ) cosnß + tanh (cosh& + cos | (13). 


Now, let an auxiliary function x, which produces no stress on the boundary « = «x, and 
which is such that the complete stress function x = %, + %ı produces no stress on the boundary 
& = c be given by?) 


hyn= = Bo {E (cosh & — cos ß) cosh &, + sinh £ (cosh & cos ß — cosh? «,)} 


+ A, (cosh2&— 1) cosß + = {A, (coshn FT EI cosh m 10) 


n=2,4,... 


+ B,(n—1sinhn FJIE& en Teinh na — 1A) casnat re (14). 
The function satisfies the conditions of free boundary, viz., 


0% 


hy=0: "sand or =. 


_ Also the displacements produced by h X, are single-valued. Hence the complete stress function 
h(xo + xı) leaves the stresses on the boundary x = a, unaflected. 


The complete stress function Ah (x, + x) must also satisfy the boundary conditions (7) and 


(8) for the boundarya=cor& =, —c=E£, (say). From these, the values of the constants 
A, B,„ A, and B,„in (14), are determined to be: 


cosh x, cosh £&, cosech £, 


Be sinh &, sinn c—cosh & sinh (ce +a,)sinhna, "tr (13). 
EE : er cosh a, sinh c cosech & a 
2 sinh &, sinh ce — cosh £&, sinh (a, + c) sinh a, 
For neven and > 2, | 
u N EEE ee re 
sinh?n& —n?sinh?£, ; 


B— n?sinh? & + n cosh & sinh & + sinh n & e="&ı 
N 


m (n? — 1) (sinh®n &, — näsinhie) see (18), 


and fornoddand >3, A„=0=B,. 


Then, since && = 0, we have from equation (5), on the boundarya =c,i.e.& = &: 


2 F 2 cos ß cosech & si Bu DE Br. r; le 
Bhea=a = cosh? a, : ß wer ee inha—(1+ > 2 ß) — coth & sinh 2c 
Ir sinh &, sinh c — cosh &, sinh (c + ,) sinh a, 
& 


4AF A 
2: (coshe—cosß) 2% Rucosnß 0 en a Be Be LEE 


where 


__ nsinh & sinh n & 
sinh? n & — n? sinh? &, ' 


?) A. M. Sex Gupra, (1955), Stresses to Diametr: i ; ; - 
Tor, vs Mech ASME, a s x ee Due to Diametral Forces on a Cireular Dise with an Eccentric Hole, 
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To make the series % R,„cosn ß more rapidly convergent, R, is expressed as: 


BR =2nrer#sinher,E0,, 
where 


e"ä [2 n®sinh? & + ne-"& sinh £&, sinh n al 
sinh?n & —n?sinh? &, 


On = 


And noting that 


e = } h2&cos2ß—1 
2 sinh E ne "äcos ner A 
ae U EL och DE 


we have: 


2 cos ß cosech £, sinh ©, — (1 + cos2 $) — coth &, sinh 2c 
sinh &, sinh e — cosh £&, sinh (c + a,) sinh = 


—_ F 
P Ba=o = —, C0sh? 0, - 


8F j cosh2£&,c0os2ß BR & 
—— (cosh ce — cos ß) sinh RINDE = 
N ß) ug een . (oshe cos ß) 2% cosnß, 
where 
0 e"& [2 n?sinh?&, + ne"& sinh &, sinh n &] 90 
z sinh? n & —n? sinh? &, I 
And, on the boundary & = a, it is found that - 
Fam =, (cosh 
Pa=.,) = u (cosh a, — cos ß) 
1 + cosh2«,) cosß + sinh 2a, cosh «, coth 
ans LE er a Si | 5 Nacosnßl|, 
sinh £&, sinh e — cosh £&, sinh (a, + ec) sinh a, ae 
where 
4 n? sinh?& 
N, =4n u =—z : 2) 
® , sinh? n & — n?sinh? &, al) 
Results 
The following tables 1 & 2 give values of Q, and N, for different values of £&,. 
Table 1. Values of N„ 
- 
& 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
— N, 5.07138 2.389625 ı 1.785556 , 1.10304 0.70880 0.46209 | 0.30409 
— N; 0.36754 0.12232 0.03991 0.01274 0.00399 0.001235 0.000379 
— N; 0.03101 0.00489 0.00073 0.00011 0.000015 | 
— N; 0.002223 | 0.00016 | | 


>, 0.000142 


Table 2. Values of 9 


& 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 


| 
| 1.8 2.0 
ee en 1 
Q, 0.978347 | 0.48112 | 0.246946 | 0.12994 | 0.069399 | 0.03738 | 0.010198 
Qs 0.02714 , 0.00532 0.000998 | 0.00018 | 0.000032 | 0.0000054 | 0.0000005 
| | 


Os 0.000686 | 0.000043 | | 
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The values of stresses Öß on the two boundaries are calculated for various values of ß, 


: i -axi f £ß on the 
when —2, c = 0.6. Since stresses are symmetrical about the y-axis, values 0 
Bemdaries & = 0, and x = c are given for 0° <f < 180° only, in the following tables: 


Table 3. Values of PB on the boundary & = a, 
= 2%,c=06 


F Pha=a,) 


ß (degrees) r Pıa- &) ß (degrees) 


0° 4.7296 105° 12.3787 
15° 5.1665 120° 10.8839 
30° 6.3969 135° N 8.4630 
45° 8.1830 150° | 5.7743 
60° 10.1405 165° | _..3.6672 
75° 11.7914 180° | 2.8690 
90° 12.6539 | | 


Table 4. Values of BB on the boundary « = c 


a = 2, 20.6 
um na — 
ß (degrees) F Pfa=o) ß (degrees) | Fr Pha=o) 

15° 0.4451 120° — 1.0166 
30° 0.3104 135° 0.5193 
45° —0.1041 150° 3.9551 
60° —0.7936 165° 7.6299 
75° —1.5632 | 180° | 7.8129 
90° —2.0927 | 


| 
0° 0.4572 105° — 2.0216 
| 
The stresses BB for the two boundaries are shown graphically in fig. 2. | 

j 


Stresses in multiples of dr — 
[2° 7 [7°] + Le 2) 3 o& wo 


_ 


0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105° 120° 195° 150° 165° 180° 
B— 


Fig. 2 


Conelusions 


From table 3, we note that nowhere t 
at $ = + 180°, the point where the distan 


found to be maximum 


he stress is zero on the boundary & = a, and is least 
ce between the two Boundaries is least. The stress is 


at$ = + 91° approx. and is 12. 7082 _ approx. But on the boundary 


D.P. GuprA, Stresses due to Diametral Forces in Tension on an Eccentric Hole of a Cireular Dise 951 


& = citis seen, from table 4, that the stress is maximum and equalto 7 - 8129 Eu at = + 180°, 
Tl 


the point nearest the inner boundary. The points of zero stress on the boundary & = c are found 
to be atß = + 42° 7’ approx. and at ß = + 128° 30’ approx. 


3. Problem of a semi-infinite Plate with a eireular Hole under Two Equal Diametral Forces 
in Tension 


Taking c = 0 in the previous problem, we have the case of a semi-infinite plate with a 
eircular hole under two equal and diametrically opposite forces in tension perpendicular to the 
straight boundary which is stress free. 


The stress on the boundary of the circular hole & = a, is given by putting c = O in equation 
@Il)viz. by 


& 


— F 
BP Pka=a.) = op: (cosh %— cos ß) | 2 M„cosnß + 2cosh.a,- 


n=2,4,.. 


cos ß + cosh a, 
en (22), 
sinh? «, 
where 
— 4.n?sinh? a, 
sinh? na, — n?sinh?«, 


n= 


And for the straight boundary & = 0, we have from equation (20), putting ce = 0: 


- 


— F i cosh 20, ccs28 —1 2cosha, 2 
> ir. es 4 P 
PB Pıa=0) =; (1— cos ß) k sinh a, ee cosß + 3 Pr cosnßl, 


n=2,4,, 


where 
e"% [2 n3sinh?«&, + ne=*& sinh «, sinh na, ] 
sinh? n a, — n? sinh? , 


a one 


Then stresses on the two boundaries are calculated when a, = 1.4, i. e., when the shortest 
distance between the two boundaries is nearly equal to the radius of the hole. The results are 
recorded in the following tables: 


Results 
Table 5. Values of BR on the boundary « = 0 
&ı — 1.4 
ne > | nu — 
ß (degrees) Bub Bhi=o. | ß (degrees) Sr BP Bıa=0) 
0° 0 105° | —1.6352 
153 | 0.0445 | 120° — 1.0298 
30° | 0.0037 135° 1.0489 
45° i — 0.3114 150° | 3.8766 
60° — 0.9362 165° | 6.5123 
252 — 1.6897 180° 7.6145 
902 | —2.1655 


Table 6. Values of PB on the boundary @ = a, 
a = 1.4 


2 | ar 
ß (degress) Fr Pfau) | ß (degrees) EG PPa=a,) 


0° 3.0175 105° | 7.6951 
15° 3.2343 120° | 6.6701 
30° | 3.8981 135° | 4.9313 
45° 4.9733 150° | 2.9540 
60° 6.1124 165° | 1.3840 
75° 7.2038 180° | 0.4743 


90° 71.8330 
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Conelusions 


the tension is maximum in the neighbourhood of $ = + 90° 
and is minimum at ß = + 180°, the point where the distance between this boundary and the 
straight boundary is least. On the straight boundary & = 0, the stress is minimum viz. zero 
at ßö = 0°, the points on this boundary which are at distances + © from the middle point or the 
origin; and the stress which is a tension is maximum at ö = + 180°, the middle point of the 


straight boundary. 


On the boundary & =, 


Further diseussion 


The variations in the stresses with the change in the ratio of the distance of centre of the 
hole from the straight boundary to the radius of the hole, have been examined by taking several 
values of a, e. 8. 1.0, 1.4, 1.8 etc. in succession and calculating the values of the stresses 
on the two boundaries for different values of ß. It is found that the points of maximum stress 
in the case of the straight boundary are always at & = + 180°, the middle point; and in the case 
of circular boundary at ß = + 90° approx. i. e., at the ends of the diameter parallel to the straight 
edge. The maximum stresses are given in the following table: 


” 


Table 7. Values of Maximum Tensions 


a mn AT — - 
Ratio of distance of centre - ßß atthe middle FF ß ß at the ends ofthe diameter 
a of ns Sn Au SEhR 0 pt. of the straight edge | of eireular boundary parallel 
en (B= + 180°) | to straight edge (ß = + 90°) 

1.0 1.543 15.1684 9.6084 

1.4 2.151 7.6145 | 7.8330 

1.8 3.108 3.7365 | 7.8992 
5.0 74.21 0.1617 | 148.501 
& (ee) 0 | oo 


It is noted that the points of maximum stresses, which are always tensions, do not change 
owing to the proximity of the hole to the straight edge. In the case of straight boundary, the 
maximum tension decreases as the hole recedes from the straight edge and ultimately vanishes; 
where-as for the circular boundary the tension tends to oo as the radius of the hole tends to zero. 
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Neue genauere Runge-Kutta-Formeln 
tür Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


Von ERWIN FEHLBERG 


E Durch ‚m-malige Differentiation und Transformation der Di fferentialgleichung zweiter Ordnung können 
NER -Formeln für die transformierte Differentialgleichung angegeben werden, die sowohl für die 
ösungsfumktion als auch für deren Ableitung noch die Glieder mit hm+5 der Taylor-Reihe genau erfassen 


By an m-fold differentiation and suitable tran sformati £ } ] ; 
ıtion and suitable tran. ation of a 2nd-order differential eguation Runge- 
Kutta formulae for the transformed differential equation can be obtained which Bar eb the hmuS. 
terms inclusively in the Taylor series for the solution as well as its derivative. 


IIpr nmomomm m-kpartuoro auddepennmpoBannn u Ipeo6pasoBauun AubdbepeHmmanbHoro 
SRORNEEG BTOPOTO HNOPANKA MOTYT ÖbITb BbIBejTeHbI Popmyısı Pyure-Kyrra aaa npeo- 
Pa30BAHHOTO MMbPepeHnmanbHoro YpaBHeHus, KOTOPble OXBATbIBAIT TOYHO YAIeHBI Prma 


Teüänop a ’ CONEP>RAamme AR He T bR IA y LU 
5 ’ OJIDRO IL ®YHROHH, II 7 
08 j & 3 PencTaBlaoımmeHi pelIenue, HOU 
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1.. Einleitung 


In einer früheren Arbeit!) hat der Verfasser gezeigt, wie man für Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung durch eine Differentiation und Transformation der Differentialgleichung zu 
Runge-Kurra-Formeln kommen kann, die mit der TAyLor-Reihe der Lösung und ihrer Ab- 
leitungen bis zum Gliede A" +? einschließlich für die »=0Ote und die v»=n— 1te Ableitung 
und bis zum Gliede A" +? für die übrigen »-ten Ableitungen übereinstimmen.) 

Für Differentialgleichungen zweiter Ordnung erhält man danach also die Lösungsfunktion y 
bis zum Gliede A® und die Ableitung y’ bis zum Gliede A3 einschließlich genau. 

In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, daß man im Falle der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung durch unser Vorgehen sogar noch zu RungE-KurrA-Formeln kommen kann, die auch 
y' bis zum Gliede h® einschließlich genau erfassen. 

Allgemeiner wollen wir zeigen, daß man durch eine m-malige Differentiation und Trans- 
formation der Differentialgleichung zweiter Ordnung Runge-Kurra-Formeln gewinnen kann, 
die sowohl für y als auch für y’ noch die Glieder mit A” +5 der Tayror-Reihe genau erfassen. 


2. Transformation der Differentialgleiehung 
Wir gehen aus von der Differentialgleichung: 


a DE Sr 
deren gesuchte Lösung durch die Anfangswerte: 


t=% > Y=% Ye Us Re a ee RE ee (2) 
bestimmt sei. 
Für die Zwecke unserer Transformation wollen wir jetzt eine m-malige totale Differentiation 
von (1) nach x erlauben und eine neue Veränderliche y durch 


ff; 


1 1 ® 
Te ur 2 ae emo) 2 m+2 
y=y+Y:(@— 2%) + DILL (2 — 2)? 4 -F (m 9)! Y% (e — 2%) 


:3(&) ce wu-m LE NIE Te a 


in (1) einführen. 
An der Anfangsstelle x = x, unseres Integrationsintervalls gilt dann offenbar: 


Dei WEN HEN RENTEN EAN 
Einführung von (3) in (1) führt zu der transformierten Differentialgleichung: 
; 1 
la) — on 
le | 
I, u. au? — fl: u 1 ı(m-+2) „ \m of N) 5 
ee He Ehe 
Aus (5) folgt für x = x,: 
I) =0 ©) 
oy'), 


Wegen (4) ist dann für x = x;: 


Re range ; 
el (el 


3. Taylor-Entwicklung der Lösung und des Runge-Kutta-Ansatzes 


Wegen (4) und (6) lautet die Tayror-Entwicklung der Lösung unserer transformierten 
Differentialgleichung (5) in der Umgebung der Stelle x — 2%: 


1 1 1 
= Er ee | 3). hm+3 _ 000000 g(m+4) Hm+4 Pe (m +5) hm+5 
Tr er er were 
1 
ne ER e:) 


1) ZAMM 38 (1958), S. 421—426. 
2) Hierbei ist n > 1 vorausgesetzt. 
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mit 

ym+3 = ( ’ 
On@t) 
om+2f 

yet) = at „ 


(+ + 3 er) (ar), RN 
| 


en Omtıy\ ( 0a Om+2\ / 2% 
En: ER ala (=) el) 
a en 
5m +3) (m +4) - en) () an (en), Gr), | 


E 


In (9) und der späteren Formel (11) treten die eingerahmten Glieder nur im Falle m = 0 auf. 


Für unseren RUNGE-KUTTA-Ansatz: 


Mekis 
k=/&+mh, Y, 9) DE 


Be NR 
h=/(mtah, Y+ Pokı> K+Rn) "2° 
’ k k.\ h2 
k=llmta, Y+tYoKkı + Ö, ke; Ktentaeh)p Yo 6 (10) 
k=ey—y=-Gktlkt lak;; 
’ ı , 1 4 4 4 
K=-y—y Fe (dk +%k,+ck;) 
liefert die TayLor-Entwicklung dagegen: 
® 1 DEE 1 ae | 
k = ar! m-+1 2 ‚m+2 hm+2 
y77 de “= De) h + (m +2)! (ame) et h ] 
1 mtr i 1 om+af 
= c Ing m+3 hm+3 x ee Ti m m 
Fm+ yilaamı) = ae: (m + yila) a a je 


of 1 1 mtr 1 #2 
k, = I — m+1lhm-:! wur 
> 2a), ee am nl) Se + u): ” 2 (m+ Failame)et TuuRd 
Ki 1 om 1 a 3 22 n 
F (a ) 00; 2 (m+ Dil =: ) rede a +2 öY) &Pı 


1 1 omA . 0°f 1 1 om+2 
X—- m+1 hm-+3 _\_ f n+2 
2 (m ler | ı) EN + EL '2 araıla al me 
1 
2 


1 fe 1 (omtır 
1 2 Wr ar), 0 Pı m il Oam+ ) BRL in oo 
1) 
om 7 1 ger 
xml hm-+1 4 = N 7 
Sl Erler 4 1) ee Slate) ee 
0 
om+ er 1 om+4 
m-+3 hm-+3 ni. / 
7 (m + A al + 2) %, h au (m = a) ng hm+4 


02 1 1 om+ 1 
3 2 m-+2 2m 
RS ala) 4 (m si De (ai), DR Ber a u). 
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ar 0 m+1 m 1 | 0er, 0 
kg 2a N) one 2 dsamtı). mr le ze a r) (voor? 06,0r72) 


L 1 OL 02 1 
x 2 “(m + le =) hm+4 + | f ) . 0% (Yo a —- Ö, u) 


1 (amtıy\ a \ 1 
“ m+ le] A & ev) a 
0 


1 Om 22 1 
“m+ lan ze) SEE br er) Be 
; | 


1 famizf\ , 0% , en 
° m a le) u en 2 dy' äh ER ZH EM 2) (mp! N 
ea LE 1 fom4zy 
* (er), ey le) re] ar ur 


| ! 2 1 ae 
(m + 3)! (a) hm+3 4 m+ a Fi ker) am+4 pm+4 
f) 


u A ee . ee 
= 5 ar) ee Aa RER TE (Bee) 2) 


-H 


4. Bestimmung der Konstanten im Runge-Kutta-Ansatz 
K.oeffizientenvergleich von (8) mit (10) liefert für die Glieder mit 


(Grrinlorntt), hm+3 ot gomti 4 ont = 2/(m +2)(m +3), 
(or roat2), nz :om+2 + got? + samt? —= 2/(m +3) (m +4), 
(ar oem) hmt5 mr + ot + ort? = 2m +4) (m +5), 
(EEE SC I FE a KT ee N) (12), 


=4(m +3) (m +3)(m+4)(m+5), 
(0 +1fj0x” +1), (0/02 Oy') hr? Yo! + a (ty Hart dh) 
= ie +Y)(m+N)(m+5)) 


(er ffoxeeT), her 20 WEL IE, ar 2 (mr 2), 
Om+2f[0am+3), Ama ai + ap + opt = 2m +3), 
(Deo), hn+4 26 E® an e& a au En Be =, 2/(m F 4) . 
(or +#f/oxm+t), hn+5 a N a 


(or +1ffox” +1), (oflay)o h"tt ont + art yo + tt 66) 

— 4m +2) (m +3) (m + 4), 

(or +1/joa tt), (0%fJ0x Oy). h"+? 20, Bo + 008 (at yo tg 66) 
— Alm +2) (m +3) (m +5), 
(Om+2f[oamt2), (Offay)o mt? :chomt2ß, + (amt? y, + amt? ö,) 
— — A/(m +3)(m +4 (m +5), 
(or +1//0c” +1), (02f/ox o%Yy')o hm+4 : ER U 1 Pı + C g (oe) 2, + Do: 1 Ö ) 
— 4/(m +2) (m + 4), 
(Om H1f[oam+t), (0902? Oy)ı kmt: ch tat Br + cal attyı Hapt! 6) 
—= 4m +2) (m +5), 
(om+2f/02”+2), (08flox.Oy'), hmtd sont? Bı + ty + dh) 
—= 4/(m +3) (m +5) 


(12%). 


Für m = 0 tritt zu (12’) noch eine weitere Bedingungsgleichung durch Koeffizientenvergleich der 
Glieder mit 
(0f/0y 2), fledn PR : sah ts ta =2d. (12). 
Für das folgende wollen wir stets voraussetzen, daß die «, (v = 1,2, 3) von Null und voneinander 
verschieden sind. 
Aus den vier ersten Gleichungen (12°) folgt dann die Verträglichkeitsbedingung 


1 
(tt 3) m+5 =0 (13) 


1 1 
00a Or a + 08 4 020%) m+4 


m-+2 
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als einschränkende Bedingungsgleichung für die Wahl VON &%; fg, &g. Bei Bestehen von (13) ergibt 
sich dann z.B. aus den drei ersten Gleichungen (12): 


= DD. 2123, Ve (14) 
mit: 


Das, amt. lee (ig — 9) (& — ) (3 — %); 


P (15). 


1 1 
D, = 2: oma Mt (42 — +1) ° Tg ler TR + &,42) + TE 


Aus den drei ersten Gleichungen (12) ergibt sich entsprechend: 


= DD NG (16) 
mit: : 
D, = 2: Wh (+2 — +1) ma3 (m #5) Kr+1 r+2 
1 1 
ee nn 
er er ren] = 


Damit die vier Gleichungen für ßy, Yo, 6, in (12) und (12°) lösbar sind, muß offenbar: 


2» D, 1/m+4)(m +5)| 
DIS DE DIE EA) | = (18). 
%D, %D, 1/m+5) 
u Dieselbe Gleichung ergibt sich als Lösbarkeitsbedingung für die vier Gleichungen mit ß,, 
91 Ö, In (12) und (12°). 
Es ist nun aber D; = 0, denn D; = 0, d.h. c, = 0 führt zu sich widersprechenden Ergeb- 
nissen für &,. Aus der 5-ten und 7-ten Gleichung (12°) folgt dann nämlich a, = (m + 2)/(m + 5), 
aus der 8-ten und letzten Gleichung (12°) dagegen: a, = (m + 2) (m + 4)/(m + 5) (m + 3). 
Also kann aus (18) gefolgert werden: 


DD D 1m+d)m+5) 

EreR D, : 1m-+-4) 0er RR EE 
Ds Dis 1m.) 

Entwicklung dieser Determinante nach der letzten Spalte ergibt: 

(8 — 0%) D,- D, + [m + 4) — a, (m + 5)] D, D, — [m +9 — (m +5)] DD, = 0 (20). 
Einsetzen von (15) und (17) in (20) und elementare Umformungen führen schließlich nach Division 
durch &, — &, zu: 

Im + 2) —2 (m + 4) ,] 
x {m +5) @& — 1) Im +3) (m +91 — (m +2 (m+4) (+) +m+ 2 (m +3)] 
+ [m +Yym +) mn — m+Y)(m+HI) mt +m+YdmM+I—=0.. . (2). 
Die geschweifte Klammer in (21) verschwindet aber wegen (13), d. h. die Bedingungsgleichung (19) 
ist stets erfüllt, wenn dies für die Bedingungsgleichung (13) der Fall ist. Die Gleichung (13) ist 
also die einzige Bedingungsgleichung, der unsere Koeffizienten &,, &,, X genügen müssen. 
Für die Koeffizienten ß,, Yo, ö, ergibt sich dann aus (12) und (12°): 


RO 4 1 1 ; (m +5) ag — (m +4) 
(m +2)(m+3)(m +4)(m+5) > Kg — Og ö 
ee A 1 1 
ro (m +2) (m + 3) (m + 4) (m + 5) & Pe 
w (m +3) — (m+ 2)] & — %) — (m + I) &g _ (m +&)] (Ag — 0) 122} 
(&p — 0) (gg — 0) : 
u ze 4 5, abs sm dm 
(m +2)(m+3)(m+4)(m+5) 5 mtl O&g — 


er sh Au 
) Hier sowie in (17) ist «, = a, und &, = a, zu setzen, 
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ae a a en nn m m ee 
und entsprechend für die Koeffizienten ß,, y, 6: 


Bo 4 1 1 m+5)8—(m+4) 
’ m+y)(m+Y)(m+5) 5 mtl O2 (dig — 5) ‘ 
ie 4 | 
m+2)(m+3) m+N(m+5) cd amt 
& I(m+3) (m+5)1-(m+2) (m+4)] (&-%)— [(m+3) (m+5) —(m+3) (m+4)] (&—%,) 
&g (&g — 0) (& — %) 
ga 4 ‚I. 1 @+9m+9)— (m+3) m+5) 
"  (m+2)(m+3)(m+4)(m+5) 5 + 0% (— 9) FE 


Yı 
(23). 


’ 


Für die 2-parametrige Schar der &, &g, &-Werte, die der Bedingungsgleichung (13) genügen, 
erhalten wir, wenn wir den übrigen Runge-KurrA-Koeffizienten die Werte (14), (16), (22) und 
(23) geben, durch unseren Ansatz (10) die Lösungsfunktion und ihre Ableitung bis zu den TAYLoR- 
Gliedern mit h”*+5 einschließlich genau, wie in der Einleitung versprochen.?) 


5. Der Fallm = 0 


Für m = 0 sind unsere Ergebnisse nur dann gültig, wenn unsere Differentialgleichung (1) 
linear in y’ ist. 

Trifft dies nicht zu, so haben wir neben (12) und (12’) auch noch die Bedingungsgleichung 
(12,) zu erfüllen. 


Für m = 0 ergibt sich aus (13): 
54 6 — Al +05) +3] = 20 — 3, +8) +12] . . . . (24). 


Setzt man andrerseits für m = 0 die Werte (23) und (14) in (12,) ein, so wird man zu der folgenden 
zusätzlichen Bedingungsgleichung für &,, &g, & geführt: 


3 0 (&3— 01) (5% — 4)? [6 8% —4 (&3 4 81) + 3] — 3% (a — 1) 8% — 4)? [60,0 —4 (on +) +3] 
= 20 050% (0) 6% 1 —A (lg +9) +3] Em An ta )+3] - -» - - . 25). 


Es sind jetzt nur solche Wertetripel &,, &, x; zugelassen, die die beiden Gleichungen (24) und (25) 
erfüllen. 
Zur Befriedigung von (24) setzen wir beide eckigen Klammern in (24) Null und finden: 


Pe 3 1 
& = beliebig, n=r m 10 


Eu 
g) 


a ze: 


« 


r 


Er 
dor ie 


Man verifiziert leicht, daß diese Werte (26) auch der Bedingungsgleichung (25) genügen. 
Rationale Lösungen unserer Bedingungsgleichungen (24) und (25) scheinen nicht zu 
existieren. 
Somit haben wir im Falle m = 0 eine 1-parametrige Lösungsschar gefunden, die die Lösungs- 
funktion und ihre Ableitung bis zu den TAyYLor-Gliedern mit h? einschließlich korrekt darstellt. 


Dies ist eine h-Potenz mehr als beim ursprünglichen Runge-KurraA-Verfahren.) Jedoch 
muß zur Erzielung dieser Genauigkeit die partielle Ableitung 0//dy’ berechnet werden, und 
irrationale Runge-Kurta-Koeffizienten müssen in Kauf genommen werden. 


Indessen kann bei manchen Differentialgleichungen diese partielle Ableitung noch leicht 
zu bilden sein, während die totale Ableitung nach x vielleicht bereits sehr kompliziert wird. 


Die Irrationalität der Koeffizienten verursacht z.B. bei der Benutzung elektronischer 
Rechenmaschinen keinerlei Komplizierungen. 


4) R. Zurmünt, ZAMM 32 (1952), S. 153/154 gelangt durch m-malige Differentiation der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ohne Anwendung einer Transformation zu Runge-Kurra-Formeln von der Genauig- 
keit hm+4 für y und hm+3 für y’. - 

5) E. J. Nyström, Acta Soc. Sci. Fennicae (1925), S. 1/55 gibt für den Sonderfall, daß die Differential- 
gleichung keine erste Ableitung enthält, für m = 0 Formeln von gleicher Genauigkeit wie die unserigen an. 
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- 


6. Runge-Kutta-Koeffizienten für m = Obsm=4 
i 1ält die für di digen Runge-Kutra-Koeffi- 

Die folgende Tabelle 1 enthält die für die Rechnung notwen GE-Ku | 
zienten. Es ei versucht, solche Zahlenwerte für die a, zu wählen, daß die übrigen Koeffi- 


zienten möglichst einfache Zahlen ergeben. r BR: 
Die T Spalte m = 0 bezieht sich auf in y’ lineare Differentialgleichungen, die zweite gilt, 


wie sämtliche Spalten für m > 0, allgemein. 


Tabelle l 
Te ee 
Veran 
m=(0 | m=0 | m=|1 m=?2 m= 3 m—=4 
a | 1/3 3/5 26-4 3/7 1/2 | 1/3 
a u | 
& 4/5 so 6 4/5 4/5 5/6 4/5 
STemRTIRn 
&; 1 tote 1 1 1 1 
Bo 84/125 n (54 — 19 /6) 8/15 40768/84375 625/1458 193536/78125 
| | 
ßı 63/25 | ; (7 — 2 Y6) 8/3 10192/3375 250/81 ı 338688/15625 
| j 
0 
Yo 67 z (42 —13 6) —5/16 — 14/39 — 2/5 | — 918/133 
| \ a 
y — 54/7 5/6 — 95/16 —2590/351 — 42/5 — 594/7 
Be 5/14 — (22 + 17. Y6) 15/64 625/2912 486/3125 15625/68096 
d.. | 45/14 . (3 + 8 6) 135/64 5625/2912 5346/3125 _ 140625/68096 
hl 914 | ) 25/48 2401/5265 8/21 | 243/196 
| 
Eu 25/168 n (7 +26) 25/192 625/4992 1944/21875 78125/602112 
1 
Cz 0 18 (T=276) 0 0 0 0 
cd 27/28 0 125/144 | 16807/21060 16/21 729/392 
1 Rn 
a N 18 (16 + Y6) 125/192 3125/4992 11664/21875  390625/602112 
1 en 
ce 1/12 18 (16 — Y6) 1/9 7/60 2/21 19/168 


7. Beispiel 
Es wurde die Differentialgleichung y” = 2. y?/y für die Anfangswerte „= 1, , =1, 
Y, = — 1 (exakte Lösung: y = 1/x) mit einer Schrittweite k = 1/30 nach dem Standardverfahren 


von RUNGE-KuTTA und nach unserer Transformationsmethode für m = 0, 1, 2, 3, 4 numerisch 
integriert. 


Nach 3 Integrationsschritten ergeben sich die folgenden Zahlenwerte: 


Tabelle 2 


Runge-Kurra 

Transf. Methode m 
m 
Mm 


m = 
m= 


Exakte Lösung 


»=uveo.o 


0.290909 09624 43760 
0.90909 09100 81752 
0.290909 09090 67242 
| 0.90909 09090 92091 
| 0.90909 09090 90884 
0.90909 09090 90911 
0.390909 09090 90909 


— 0.382644 638331 17034 
— 0.82644 62140 60348 
— 0.382644 62808 64228 
— 0.382644 62809 95342 
— 0.82644 62809 91654 
— 0.382644 62809 91742 
— 0.82644 62809. 91736 


| 
| 
| 
| 


Für dieses Beispiel wurde auch untersucht, wieviel Rechenzeit man auf der benutzten 


elektronischen Rechenmaschine®) sparen kann, wenn man statt de 


RUNGE-KUTTA unsere Transformationsmethode benutzt 


6) TBM-704. 


s Standardverfahrens von 
und die Schrittweise so vergrößert, 


ne en Kl ee Al 


a als», 
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: daß man wieder auf die Genauigkeit des Runee-Kurra-Verfahrens zurückkommt. Von den 
‚obigen Anfangswerten ausgehend, wurden die in Tabelle 3 wiedergegebenen Resultate für x — 5 


erzielt: 


Au nn nn nn nn. 


Zahl von! Rechenzeit 


Inte- ab- 


Y E prozen- 
4 y i ı grations- |soJut| tual 
|schnitten sec. % 


Buxsce-Kurtra 


j | j 
0.20000 00000 00051 | —0.04000 00000 00012 ' 1/1000 4000 280 100 
Transf. Methode m=0 | 0.20000 00000 00051 ' —-0.04000 00000 00009 | 1/480 | 1920 369 ' 131,8 
m | 0.20000 00000 00046 _ —0.04000 00000 00005 | 1/90 \ 360 97 | 34,6 
m=—=2 | 0.19999 99999 99951 | —0.03999 99999 99998 | 1/40 | 160 69. | 21,1 
m=3 | 0.20000 00000 00043 | —0.04000 00000 000068 ' 1/25 . 100 | 50 17,9 
m=4 | 0.19999 99999 99959 | —0.03999 99999 999 45 | 5,8 Il 


Ein Zeitgewinn läßt sich also in diesem Beispiel erst von m = 1 an erzielen, wo wir zwei 
oder mehr h-Potenzen an Genauigkeit gegenüber Runse-KvurrA gewinnen. Für m= 0 ist hier 
offenbar die Genauigkeitssteigerung um eine h-Potenz gegenüber Runge-KurrA nicht aus- 
reichend, um den rechnerischen Mehraufwand der Transformation wettzumachen. 


.. Indessen lassen sich aus diesem Beispiel keine allgemeinen Schlüsse hinsichtlich Zeitgewinns 
unserer Methode gegenüber RungE-Kurtra ziehen, da sich die Verhältnisse natürlich von 
Differentialgleichung zu Differentialgleichung ändern. 


Dieses Beispiel soll nur zeigen, daß unsere Transformationsmethode die Maschinenzeit auf 
20% und weniger der Rusge-Kurra-Zeit bei gleicher Rechengenauigkeit herabsetzen kann. 


8. Schlußbemerkung 


Das hier beschriebene Verfahren läßt sich in ganz entsprechender Weise auf Systeme von 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung übertragen. Auch lassen sich für Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Systeme von solchen ganz ähnliche Formeln von gleichem Genauigkeitsgrad 
h”#5 herleiten. 


Manuskripteingang: 8. 4. 1959 
Anschrift: Dr. Erwin FEHLBERG, 2113 Fairfax Street NE, Huntsville, Ala., USA 
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On the Large Elastic Deflections of Plates”) 


By I. TADJBAKHSsH and E. SAIBEL 


Die Theorie der elastischen Verbiegungen einer dünnen Platte wird für den Fall entwickelt, daß die Ver- 
biegungen größer sind, als es dem Gültigkeitsbereich der Theorie von Karman und Föppl entspricht. Der 
Zusammenhang der neuen Theorie mit derjenigen von Karman und Föppl wird dargelegt. Als Anwendung 
wird der Fall einer gleichförmig belasteten Kreisplatte behandelt und die dynamische Situation diskutiert. 


The equations governing the elastic deflections of a thin plate for deflections larger than those for which 
the Karman-Föppl theory is valid are developed. The connection between the new theory and that of 
Karman-Föpplis shown, a application is made to a eircular plate uniformly loaded, and the dynamical 
situation is discussed. 

BEIBOHuTCA YypaBHEeHue, KOTOPOMy HONYHHHIOTCH HJACTUYHLIE OTKJIOHEHUA TOHKOÄ INIACTUH- 
KH, JLIA OTKAOHEHHÄ, IPeBbINAIIMHX BEJIIHYUHY OTKJIOHEHNÜ, AOITYCTUMyW B Teopun KapMmanHa- 
&Denmma. TlokassıBaetca CBA3b Merkıy Teopmeii Kapmana-Peumna u HOBoH Teopmeü. Jlaerca 
HPH:IO;keHHe K CATy4Yalo KPyToBOä ILIACTUHKH, NOABepraemof PaBHOMepHOoH Harpy3ke®, a TAK7Ke 
PpaccyszeHue IHHAMHYECKOTO HOJIOFKEHHN. 


Introduetion 


The problem of large elastic deflections of plates has received considerable attention in 
recent years. Most efforts for the formulation of a general theory have been confined to the appli- 
cation of variational techniques. Notable among these are the equations derived by G. HERR- 


*) Part of a thesis submitted by I. TapısakusH to the Faculty of the Department of Mechanics in 
partial fulfillment of the requirements for the degree of Doctor of Philosophy. 
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MANN [1]!) who has been successful in obtaining a more general set of equations than those of von 
Karman. The strain energy variation is given by 


DU T 0j Ö&i; 
Y, 
where o,; and &;; are the stress and strain components and V, is the original unstrained volume. 


Since it is a common assumption that as far as the geometry of deformation is concerned, normals 
to the middle plane of the plate remain normal after deformation, it follows that &,, and 2 and 


their variations vanish. Therefore any such technique would necessarily exclude the effect of 


shear stresses 0], und o,. Indeed while the vanishing of e,, and £,, serves as a suitable assumption 
for the geometry of deformation, it must not be inferred that the corresponding stress compo- 
nents vanish when the question of equilibrium arises. The paper that follows is an attempt to 
consider the problem from a equilibrium point of view and to take account of the effect of these 
stresses upon the equations of motion. In addition the problem of rotational symmetry is con- 
sidered in more detail and the case of the uniformly loaded clamped circular plate has been solved 


1. Analysis of Stress and Strain 
Let u, (u,v, w) be the displacement components corresponding to the unstrained co- 


ordinates x;, (x, y, 2) of a deformed plate in Cartesian co-ordinate system. Then the strain com- 
ponents for such a body, assumed to be sufficiently flexible, have the form: [ref. 2, p. 52] 


1 

&n = + Do (2 + ©,» ] 
Ir 2 

Eyy = Eyy Fr > (©, Tr Dr D 


1 
FE Pan Do) (0, + @o;,) B 


. (1) 

Eyz = &ya — > Or Oyz» 

Erz = 2 — 5 Oyz Day» 

1 
Ey Ery 2 Ozy Osz 
where 
a 1/0 ou; PM 

2\0% or; 

..(2). 


es 1/0 ou; 
WTB, 0. Dr 


Retaining the basic assumption of plate theory, that the normals to the middle plane (z = 0) 
of the plate remain normal after deformation, we have 


le a 
ah if we assume that displacements vary linearly in the z direction and have the approximate 
orm 
w= w(rt, y,D, 
u=uR,y,D)— z 012 r | 
0X . (4) 
v=V(rL,yD) —z aa 
oy 
equations (3) will be identically satisfied provided 
0 _ 0 
en 


*) Numbers in brackets refer to the references at the end of the paper 


u ee ee. ee ee re 


21, 
[3 
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Therefore there exists a function 9 = o(z, y, I) such that 


8 (air oral (ge. IE m DEREN (6). 
Then the remaining components of strain become 
rem.) 
rn. arlr ol 
ar oy oy? 
2 a EN Rn Bullen Bene: (7). 


u 02.04 . 2’ de 0y : 0x 0y ” 


1 /ow\2 1 /ow\2 
fe] 


Assuming the magnitude of o,, to be much smaller than o;, or o,, when occurring in linear 
combinations with them we have, according to Hook#’s Law 
0:w o?w 
DE — se ar) 


1— 0:9 029 1 (öw\ » /[ow\? 
er ar a 2 2) 


1— 2 02 dw 1 (ow\? ew ow\ I 
- tat le) 4 =) (o rt a) ke): 


1 ow dw bu) 


ET on 2% * 0x 0y 


1+» 0p 


For the moment components 


| hl2 
| (M,, M,, M.,) = zu (022 Oyy Cry) 2 dz 
we have 
0: o:w 
M, = — = ne a) ’ 
uw  Ow 
lee lee o, 
0:w Er 
For the force components in the plane of the plate 
h/2 
(Ta; 2 Tzy) > }, (022; Oyy» 7) dz 
we obtain 
a 0° 1 (ow\? » (ow\? 
Feed) "a ley | 
1— ee (oe © 1a 
ERS E T, u Dr: + dy? - 5) or I 9) 0y £} . . . . . . . (10). 
I+v. _ 1 0ow ow 
Due ey 29004 


For future use we record here the following two identities 


or p) 


Ai + 24, 


. = er (2%) 


v: + T) 4 


ern 


ow O2w 
| aD, 


Tevir 
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2. Equations of Equilibrium 


Consistent with the strain components given by (1) and maintaining geometrical non-linearity 
to within the same extent, the equilibrium equations are (ref. [2], p- 83) 


2 \ 
2 (O2: — Oys Oxy + 0x3 02:) + y (0. OyzOyyt Og20yz) 


+ = (O2: — OyzOıy I Orz G)+F=eÜü ....-- a (13) 


i j ö . [the approximate 
and two other equations from these by permutation of letters x, y, 2 and u,v,w } 
expressions for Ehe displacements are substituted in these equations and the result integ ated 


h h ‚ 
through the thickness of the plate from — 7 to + p7 we obtain 


R) ow., 0) dw Be, - 
dx (r-% Vo) Fy (Te % Vr) u Pehrz 


6) ow 0 ow ow 09 
Auer! a RL EL 
0x (Fer 0y Ve * 0y (" 7 pP E ( ) 


0 /ow ow o [ow sw : & 
— (— T, + — — [|< — T,+V =ohw 
2% 2 Lat dy Tat Van) + °y & PP, 2y yr „\+P E 

in which the body forces have been neglected and the following boundary conditions have been 
assumed 


(Oz, Oys)+ N 0, (0,.)—ı2 =W0, (0,:)+ ME — p(z, Y, Ü) 


and V,, and V,, represent vertical resultant shear forces defined by 
h]2 
(Vz Vy2) = in (Oz2 Oy,) dz. 


Thus equations (14) represent in a macroscopic sense the force equilibrium of the deformed 
plate. In a similar manner one can multiply equations (13) by z and integrate through the thick- 
ness of the plate to obtain moment equilibrium equations. In carrying out this integration it 
will be assumed that the shearing stresses o,, and o,, are even functions of z. Within the frame- 
work of the present approach this assumption has appeared to be necessary in order to develop 
a sufficient number of equations for the unknowns involved. Although this is an empirical step 
it is, however, consistent with the vanishing of these stresses on the top and bottom surfaces of 
the plate and has a basis in the works of previous investigators and in the consideration of some 
linear problems. Thus, after some simplification the resulting equations become 


0M,  0Mys ow , oh’ ow e 
Ar an = Vans BEE Su wenn Se (15), 
oM,,; oM : ow oh? ew 
yo Ma ee... 
5x du Vys Te I rer AI 
0 /ow dw 0 /dw ew \ ow oew 
— {— M,; + — M,.\+ — I—M..+ — 1 2-—_ nn, —- ke 
0x © 121 oy N) ou (ee Mut oy "M,) e. OXx Vz: oy ei Et 
where 
h/2 
gr 
2 „ 00x: : 
02 i 


—h/2 


Eliminating V,, and V,, in (17) by means of (15) and (16), and simplifying the result gives 


ow\? dw \? 02 ow 92 3 5 w 
Zee Mi Non ; fw oh (owow Oowo 
| (2) (ir) N dar “Yoxoy 70 02 12 \dx 9x ay dy)' 


| ee rn —— ach 3 
where the squares of the slopes can be neglected in comparison to 
j 1 egualn und sale m ID and (I) hie 


’ Bi ; 2 br ir 
a ER | | 
Eee i BR, ee = We | 
> m A ae va re (18) 2 
PN: Ye=— DI pm — le din | 


N 
U- ee = ar 


= zo) Dr oe 
Final; if we substitute equations (18) into (14) we obtain the following set of three equations of 


Ey 62, ° [ow (uw d2w ° few (dw  ow 
Fer Tal 12 = En +% alrale Fi; 


8 [/ew\? ° [ew dw ow 
+0 (&) ler pas u 
_ „20, ok[2 (dw an Bw di | 
on ‚er = ce en a] A TEN a 


aT.,., oT m 2 Tow (dw , 
et rohe ar eat ze] aan (a tz] 


ES Elder 


2 w cin 0 (dw Sw 
= on? vr etz es =)* 2y I =) > ee ee Dee (20), 
e (6w cw 0 (ew ‚ ew 
zl= Te) tn (a at) DPw+p+AR, 
wo ,0w& Re Pe: oh? 
(fo zutam) Ver 7n a (21). 


" These three En along with indentities (11) and (12) provide five equations for the five un- 
 knowns T,, T,, T,,, wand g. 

The Da equations are more general than those derived previously (ref. 1) and contain 
- them as a special case after discarding several terms. However, these equations in their present 
form are highly complex and nonlinear and for practical purposes cannot be attacked without 
- further simplifications. The question also arises as to the relative order of contribution of various 
terms of these equations to the solution of an actual problem. For a systematie treatment of 
these questions the equations will be nondimensionalized in the following manner. Let: 


z=ü$g, y=an 


- where a is a representative plane dimension of the plate and let 


D B Dh h2 
it; I. Tz) = z 5» 5» S,,) » w—hW ” de, = 757 
and furthermore designate 
2 FÜU- Nee _ gha IR 
z | & = u a ß —— D s E= = e 
E ö 2 18% 


> I u er: 
N BE rs; Kar 
= Eur M . 
. z = 
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Then equation (19)—(21) and identities (11) and (12) become respectively 


ow 
0S, 0 0W 9 0 0W 29 oW\? 9 [WOW 
*' tele es ze (8) U] t u |ar on 


08 DE DE DE 
N g=agg ten ale) ee (22), 
u 2 (Em + a =) veW + ehr ® o| + |) u) 
ee) RE 3) 
an Su) = 985 +5 S,) + ap 
+elW + “E au 2)? U=-BW— zeBVveW . (24), 
Re Pe, = Pan LEN =) 
er Em om de 7 © DEOm 
- Bd) ( SE } a | a (25), 


oW oW\2 
2 a 
LE u) 
The appearance of e and e?in these equations indicates the relative order of contribution of 
various terms and suggests a perturbation scheme of the following nature: 


(S2, Szy Sy W, Y, = 2 (S Zı? Syn Syn Ws Uns An) e" . 


Substitution of these expansions into the previous equations and equating to zero the coefficients 
of various powers of e yields sets of differential equations which have to be considered individually. 
Considering the leading terms of these expansions we obtain the primary system 


087, * Sry ur Oo 
0E rer 
0521 M 0 Oo 
0E an ® on” 
Oro Warz Won eo /oW . Wo 
Ei dE NR "ir on Sen) + n | DE Sy + on s.) — — I — V u — ß W, s (27). 


025, 


9) May Ay 


Om "0EMm 08° ) IE: 0 


2 
025 2 


% Say I 0° Syo\_ Fi ai alle /02 W .9@®W, ®W, 
080m on? 0E On 0 On? |” 


en er | ‚[/ow,\2 oW 
Pt zul öE ) +e an Fu 


The first two of the above equations imply that there exists a function R=Fl&nD such that 


oF 


Ay — 


on? 


"+ap, 


—a OF, a o?F, u 
Say = — GEN’ Sy, = rn +B8Wu. 


nn ee u ie ee ei Mei eV. 
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Then the remaining equations transform respectively into 


®W, @F, 5 0®W, FR, , d8W, OF, b 
Ode" DEOn Eon T One oe) ERW 


PeW.— | 


n OW, Oi, OW, A 
V: — 0 0 0 0 
a (i W+ 0E 0E On Om ) 
FR tal Nr, - Ra m [We WW (28). 
& =» m BR RU 
0 0 ( » ) le sn) d& On? |. 

. .. oW,\? oWw.\2 

en 2 0 


Thus these are the dynamic equations of equilibrium of a deformed plate the static counterpart 
of which is the well known equations of von Karman. It is also evident that the static von KARMAN 


equations cannot be generalized to the dynamical case by mere inclusion of the inertia term ß W.- 
In a similar manner we can proceed to collect the coefficients of & to the first power and 


obtain a secondary system of equations. These equations, for the static case, after some simplifi- 
cation become 


085, , 054, __0W, F 0W, 9 WON 


Oasen, ®Ww, od @w, 0 
- = =) V* Ne . Fe es I 2 
er a ( Or? nm ' DEom 3) m: 
0o /0W oW o [oW oW 
aW 2 0 0 0 0 
v a q F dE | dE N A on 5) — on | 0E Szyı u, N 5.) 


0 (oW, fr, OW, &F, 9 /oWw, or, 0W, @®F,\L (29) 
0E\ dE 07 On OEM n\On 08 OE dEOM 


5 (rw. . 2W, 2 , DW Alt 


0E er on m 


.[02S 02S. 02S 
V?(S Fe 4 Yı zYı 2 
(Sn + Sy) ie ee er) 
= 12(1—»2) [2 0?W, 02W, 02W, 02W, nu 0:W, 02W, 
0E On 0E m 08 On? I? de 


This secondary system of equations enables one to improve upon the solution of any problem 
which has been solved by means of von KARMAN equations. Although system (29) is very complex 
in appearance it has the advantage of linearity once the solution to the von KARMAN equations, 
1. e. the static form of system (28), is known. If desired one can proceed in a similar manner to 
collect the coefficients of various powers of e and thus obtain other supplementary systems of 
equations, but it is doubtful if their contributions will be of great significance. 


3. Rotationally Symmetrie Problems 


Because of the inherent simplicity of the problem in this case it will not be necessary to 
assume that the squares of the slopes are negligible in comparison with unity and consequently 
terms of higher order may be retained. The radial and tangential stress components, in the static 


case, assume the form 


1—»2 du, U 1 /dw\2 v» dw dw 
— Te Eee a else Se 
ee ar a6 5 dr ze). 


1—»? a aa 1 dw i dw 
Be a Ehgr Tu’ ar 


in which u,is the radial displacement of the middle plane and r and © represent polar co-ordinates. 
The moment components (M,, Mg) and the force components (T',, T,) can be easily evaluated 


ei) 
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from (30) similar to the procedure done previously. It then can be verified that between 7, and 
Te the following es hold 


I n4n)+ 5 ei -(d+n E Le | Kele a, 
u (Teen): 2 Be (32) 


Equilibrium equations (14) transform into the following two equations in directions r and z. 
d d dw dw . 
7 te Td — Te— TE (" ie ER 03 


d d dw 
ae at ze 


And equations (15)—(17) become 


d dw 

7 eM MTV RT De 
f ”r Pe 0.0. (34). 
m) Er, 


Eliminating V,, and Z among the preceding four equations and simplifying the result gives 
daie.d, 2dıo dıw\? dw 
I En (=) [pr# +rT,— = 
0 
dw dw|/dw\® dw d’w 
en Dr) dr Dr ler) +] A 


d dıw\? dw 
Erf (eyon+ Se (pra-e RER (36). 
Ö 


These equations along with relationship (31) provide three equations for the three unknowns T,, 
Tg, w. Nondimensionalizing these equations in the same manner that was done previously, i. e. 


D Dh h\? 
w=hW, (Tn To) = — (Sn Se)» ac ei (7) 
and adopting the new variables 
r\2 dW 
1=(2)» DEREN NE A N (37) 
equations (35), (36) and (37) become respectively 
1 k 
y= IE 7 IE dn + ei nl ya He (38), 
0 
Be tr — SG +eL ORT RER (39), 
: dr: e ’ e 
2n 2 Me+S)+A4l— Anip=-(l+V)@r— nix —-S) ... (40). 


Here primes denote differentiation with respect to nand H and L stand for 


n 
= ıj2 BB ’ = 77 ’ 
Ayla Hama +8 ayyP—nı)—Ionyyy’+yd, 


L-87I@P+2ayy)— year + oy—niy) an. 
k [0 


Re 
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It is possible to eliminate Sg between (39) and (40) by differentiating the first and co S : 
the result with the second. We have then for the static problem e nn 


„ 1 -1 j 1 -2 
Een din zneyreM), 
ee (41). 


«’ Hate [GL +gE)=0 


The boundary conditions that accompany system (41) are, in the case of a clamped plate of 
radius a, as follows 


i(a) — which implies my anne n0r 
dw DUERARE N. 
=) —0 which implies Yu) —:0,, „2% (42), 
r=a 
u(a) = 0 which implies BPe— (di tNnz+tel]-,=0 
Furthermore if the solution is to remain regular at the origin we must have from (37) 


Or 20) 08 een (43). 


Let us now consider the case of a plate uniformly loaded, say g(n) = qu. And let us employ 
a perturbation process for the solution of equations (41), choosing for the parameter of perturba- 
tion the maximum nondimensional center deflection [ref. 3] 


WW nee ne ee (44) 
and expand 
1 oo oo oo 
ah= 2 AWm 43-2. H)Wm  2= % mmWm (@). 
n=1,3,5,... n=1,3,5,... n=2,4,6,... 


Here the load is assumed to be an odd function of deflection and the A’s are constants which we 


propose to find. Siney=n 2 it follows that 
, N a 


B d 
W AN ww", where mn En for EN 


and from (42) and (44) that 
wuup=1,, W,„(0) = 0 for a 


Substitution of expansions (45) into equations (41) leads to a set of ordinary linear differential 
equations which may be solved satisfying all of the appropriate boundary conditions. Without 
presenting the details of computation, the first two terms of the above expansions have been 
computed and the result is 


Bere 1+» BT N 
tt rt ns etäh). 


The first term on the right represents the classical solution (ref. [4] p. 60) and the coefficient 
of eis the correction to the problem had we considered only the von KARMAN equations. The con- 
vergence of the process in (46) is not very rapid and any evaluation of such correction terms re- 
quires that the solution be extended several steps further. Such an undertaking involves a great 
deal of numerical work and it may best be done by means of modern digital computers. 


4. Conelusion 


The above analysis, among other things, indicates that the static von KARMAN equations 
are quite fundamental in nature. And when & = (h/a)? is so smallthatit can be safely assumed equal 
to zero, these equations should predict experimental results very well even for high ranges of 
deflection. However when e is rather significant the validity of these equations decreases with 
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| i i im; sideration of the equa- 
i ine values of deflection, and the solutions may be improved by consi 

end in this paper. The terms “small” or “significant”’ used here cannot mean very 

much until solutions of particular cases have been carried out far enough and the results compiled 


so that an accurate evaluation may be made. 
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Spezialfälle der belasteten Kreismembran 
Von M. HIEKE 


Mit Hilfe der Weberschen Beziehungen für Besselsche Funktionen werden für solche inhomogene par- 
tielle Differentialgleichungen der schwingenden Kreismembran die Lösungen aufgesucht, deren Störungs- 
funktionen über einen zum Membranmittelpunkt konzentrischen Kreis verteilt sind. Dieser Lösungsweg kann 
auch eingehalten werden, wenn es sich um Störungsfunktionen handelt, die längs konzentrischer Kreislinien 
angreifen. 


Weber’s relations for Bessel functions are used to solve the inhomogeneous partial differential equations 
ofavibrating circular membrane when the perturbing forces are distributed over a circular area concentric with 
the membrane. T'he same method can be used if the perturbing forces act along concenirie eircular lines. 


IIpı momomm cooruomennf Be6epa nun BecceneBbIx PYHRIMÄ HAXONATcCH pemennn ua 
TaAKHX HEONHOPOAHBIX YpaBHeHnÜa B YACTHbIX IIPOH3BOAHBIX KoneÖmomMelicH KPYyToBOi MeM- 
6paHbI, PYHKIIMH BO3MyINeHHÜ KOTOPEIX PacııpejlerieHbl IIO OKPYFKHOCTH, C HEHTPOM B HEHTPE 
MeMÖpaHbI. OTOT METOA IIPUMEHHM Tak;Kke K CITYy4AlO, KoTXA PYHRUHH BO3MYINeHHl pacnpene- 
JAEeHbI BAOJIb KONEHTPHYECKUX ORPYSKHOCTEN. 


Für die Untersuchung einiger Schwingungsformen einer am Rand eingespannten Kreis- 
membran vom Radius r = a sei der Mittelpunkt 0 des Randkreises der Mittelebene der unbe- 
lasteten Membran zum Ursprung eines ebenen Polarkoordinatensystems {0, r,@} gewählt. Die 
Verschiebung w(r, 9, l) eines beliebigen Punktes der Membranmittelebene zufolge transversaler 
Belastung wird durch die inhomogene partielle Differentialgleichung 


1 o2w(r, @,t 
AD pe, IT A 


unter der Bedingung für den festen Rand 


[w(r,@, Dina = Dun, Si ne (1b) 
beschrieben. Darin hat die Konstante B die Bedeutung B — = ‚und essind c=yT/a die 
c 


Schallgeschwindigkeit innerhalb des Membranmediums und 4 = addie Membranmasse je Flächen- 
einheit. T ist die mechanische Spannung, d die Dicke und a die Dichte der Membran. Die Stö- 
rungsfunktion p(r, @, t) bedeute eine auf die Flächeneinheit bezogene transversale Belastung der 
Membran. R ; 

In bezug auf die zeitliche Abhängigkeit de 
Fälle unterschieden, die wir durch die ihnen en 
eine plötzlich einsetzende statische Belastung 


r Funktion p(r, p,t) seien zwei verschiedene 
tsprechenden Funktionen darstellen. Einmal sei 


Pu(r, 9) für en 


p(r, D= 
p Sr für ta eg 
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und ein andermal eine rhythmische Belastung der Frequenz o 


Pı(T, 9) sin ot für OS 


PRO D— 
Pl, 9. | 0 für z) 
vorgegeben. 


Die örtliche Lastverteilung über die Membranoberfläche sei in beiden Funktionen dieselbe, 
innerhalb eines zum Randkreis r = a konzentrischen Kreises r—b< a von Null verschieden 
und außerhalb desselben, im Kreisring b < r, gleich Null, gemäß der Festsetzung 


m T"cosny für rDi, 
Pr(t, 9) = | f i VE: (3). 


0 für Der 

Darin darf die als positive ganze Zahl vorausgesetzte Größe n jeden der Werte n = 0,1, 
2,... annehmen. Die Konstanten q, sind jeweils fest gewählte gleichförmige Belastungen. Wir 
haben es also in der Festsetzung (3) mit einer unendlichen Folge inhomogener Differentialgleichun- 
gen zu tun. Es ist im Überlagerungsprinzip begründet, daß man in allen Fällen die Zeitabhängig- 
keit durch den Exponentialfaktor vorgeben kann in der Form e’!!, wobei die Größe & einen will- 
kürlichen komplexen Parameter bedeutet. Die bei Verwendung dieses Faktors hervorkommende 
Verschiebung soll mit /„(r, 9, f) bezeichnet werden. Sie genügt der inhomogenen Differential- 


gleichung 
Afnkr, 9,0) —_ Te ee Ve 
Separiert man den zeitabhängigen Faktor des Integrals durch den Produktansatz 
TB DI UNE LE eh ee ld 
so erhält man mit der Abkürzung k = £/c die zeitfreie inhomogene Differentialgleichung 
AUAR,. DR U lT,.o) = -B.DplE, 0) Sr a ne ee (6); 


wobei gemeinsam mit der Randbedingung (1b) zu jeder spezifischen Wahl der Zahl n eine Funk- 
tion u,„(r, 9) gehört. Berücksichtigt man bei der Festsetzung (3) für die Störungsfunktion das 
Bestehen der WEBERschen Beziehung 
© ji für el 
re D1.COHu- ERZIEHERIN) 
Smeiednedath, 1 se, @) 


so erhält man für die Gleichung (6) die Darstellung 
Auer euitzo)= Bo,Brreosne fTaalsb) L,@r)ds 7. 2... (6) 
0 


Aus dieser Differentialgleichung läßt sich der von der Winkelveränderlichen g allein abhängige 
Faktor cosng durch den Produktansatz 


u,(r, 1) = Y.(r) cosnop 


abspalten. Aus der Darstellung des Operators A in ebenen Polarkoordinaten folgt dann eine 
gewöhnliche inhomogene Differentialgleichung für jeden Wert n 


2 
e u iz : un (e— A) Dne2N au Frl Dy LÄsr) ds: % ne 8a), 
Das zur inhomogenen Differentialgleichung gehörige partikuläre Integral lautet 
ERS a: ea LE ee 


0 


Bei der Ausrechnung dieses bestimmten Integrals wird man je nach dem Variabilitätsbereich 
der radialen Veränderlichen r auf Funktionsanteile geführt, die in den verschiedenen Bereichen 
erklärt sind. Man erhält nach einer Rechnung, die der in der früheren Arbeit (ZAMM 38 (1958), 
S. 356ff.) durchgeführten analog verläuft, die Funktion 

+ Narlkb) Lkr) für b 
spr t 3X n+ı(k b) I„(k r) ür rn, 
Fe bg,brt! pers)! 
In+ı(k b) N,.(k r) für DE 


SE 
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j i i i | i — b denselben Wert an- 
i ion ist stetig, da beide Funktionsanteile auf dem Kreise r — b 
ne ie r = b befriedigen sie die bekannte Relation für Zylinderfunktionen 


2 
Inzı(k b) Nn(k db) — Nn+ı(k b) In(kb) = 
ü i icht diese zu be- 
tikuläre Integral (9) genügt aber der Randbedingung a b) nicht. Um e 
en Danone ae ra der zur inhomogenen Differentialgleichung (8a) gehörenden 


homogenen Gleichung. Zusammen mit diesem erhält man in dem Integral 


BER E _ 
v.(r) = — B qm b"*! | in. In6 r) — a n I,(k 9) AN Er (10) 


ie Lö i i i i ) iedigt. Der erste 
die Lösung der Differentialgleichung (8a), welche die Randbedingung (1b) befriedig 
de bestimmten Integrals (10) ist gleich der Funktion (9) F ür den zweiten Summanden, 
der dem Integral der homogenen Differentialgleichung entspricht, führen wir die Bezeichnung 
F,(r) ein und haben 


Ink) f Ind) Ile) 7, 


er n+1 
F,(r) = Bqb Mi I,(k a) s2 — k2 
0 


Die Auswertung dieses bestimmten Integrals erfolgt analog der am a. O. durchgeführten 
Rechnung. Wegen b < a erhält man den Ausdruck 


abn+l N,(ka) Inıı(k b) 


a a ee 


Likr). 20. 7 


Die Lösung der zeitfreien Differentialgleichung (6) lautet damit 
u. 0), = wlrcDEne are a a a 
ylr) = Far) + Fur) . 


mit 


Dabei ist y„(r) wie folgt definiert 


r? zı br+1 1 ze 
Te + ar N„+1(k b) I,(kr) + 25 F,(r) für ranbs 
Ya) = B qm a eE . UCLEN 
uhr N Ri 
y% Inzı(kb) N,(kr) + ir“ F,„(r) für b=“r 
L 


Um das Schwingungsproblem (1) für die Kreismembran bei einer plötzlich aufkommenden 
statischen Belastung mit der Belastungsfunktion (2a) und den Anfangsbedingungen 


ow(r, 9,1) 
[w(r, 9, Y]ıe=o = B — I) ar We ee er ee (14) 
ol 
t=0 
zu lösen, definieren wir die Funktion (2a) zweckmäßig erst mit Hilfe des Linienintegrals 

DI or. er q„1"cosno für 0<t 
Pr) =- 3 | d= [ 9 a 

2 17% 1; fr t=<0 

& 

Dieses Kurvenintegral ist längs einer Parallelen zur ree 
zu erstrecken, so daß alle Singularitäten eingefangen werden. 
zeugte Durchbiegung mit dem Buchstaben w 
prinzips den Integralsatz 


llen Achse der komplexen £-Ebene 
Wir bezeichnen die insgesamt er- 
n(7, 9, 0) und haben auf Grund des Superpositions- 


cosn erkkuT 
w,(r, 9,1) = a [m Er dö. . u... .0 0 0 En 
Ö 


auf die durch (12) und (13) definierte Funktion y,(r) cos n p anzuwenden. Das zur singulären 
Stelle & = 0 gehörige Residuum des Linienintegrals (16) liefert dann die statische Verschiebung 
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der Membran. Wir bezeichnen diesen Teil der Durchbiegung mit w, o(r, p). Die Rechnung liefert 
dafür den analytischen Ausdruck 


pn p2n+2 
| re ee: a für Me). 
w„o(1,9) = Bq„cosny pen+2 & j (17), 
An(n+ 1) I | für ber 
gültig für die Werten = 1,2,3,.... 
Für den Wert n = 0 liefert die Rechnung, wie am a. O. gezeigt ist, die Funktion 
em + Sn fine. be 
DM) =un)=Bqn ee (17a) 


2 
& me für DT 
2 a 
Der Ausdruck für w,(r) kann auch dadurch gewonnen werden, daß man in der Funktion w,.(T, ©) 
den Grenzübergang lim n — 0 vollzieht. Die Funktionen w, .(r, 9) sind nach (17) und (17a) stetig 
und stetig differenzierbar. 

Der zur vollständigen Lösung des Problems gehörige dynamische Anteil der Verschiebung 
folgt aus dem Linienintegral (16) aus der Untersuchung der von Null verschiedenen Nullstellen 


der im Nenner von W,„(r) stehenden Bzsseuschen Funktionen n-ter Ordnung 
IlOnm 0. 


Wir bezeichnen die dynamische Verschiebung mit v,(r, 9, f) und erhalten für diese als Residuen- 
summe der einfachen Pole den Ausdruck 


TOT) 
v,(,9D = 2 Bq,b""tacosn a m er os Dre) 
a ; do 7 een, | 
eultip füurm=0,1,2,35,. 


Man erhält demnach die Lösung des Problems in der Form 


WABD ED SD TD) Mr. 0... emailen 


Das Superpositionsprinzip erlaubt weiter, auch den Fall einer auf einem konzentrisch zum 
Mittelpunkt 0 gelegenen Kreisring b, < b, belasteten Kreismembran in die Untersuchung einzu- 
beziehen. Dabei ist die Kreismembran innerhalb eines zum Randkreis konzentrisch gelegenen 
kleineren Kreises r — b, unbelastet. Im Kreisring b, < b, hat die Membran die spezifische Be- 
lastung q, 7” cosng, während die Last im konzentrischen Kreisring b, < r wieder Null ist. Die 
hierzu gehörige Lastverteilungsfunktion ist folgendermaßen definiert: 


Rn = 0 ie er 
qecosn a] In+1(s b;) I,(s r) ds — bit [ Inıı(sb,) I,(s r) a) HT 20sno,.efürı br D,, 
i ® 0 Pure 
(19). 


Die Lösung des Schwingungsproblems für die örtliche Lastverteilung (19) unter Beibehaltung 
des zeitlichen Verhaltens mit der Festsetzung (2a) oder der gleichbedeutenden Definition (15) 
kann aus der Lösung (18) erhalten werden. Dazu ersetze man in der Funktion (18) den Kreis- 
radius b durch b, oder b, und subtrahiere die so für b, erhaltene Lösung von derjenigen, die für den 
Radius b, gilt. 


II. Die rhythmische Belastung 
Um das Schwingungsproblem (1) für eine rhythmische Belastungsfunktion mit der Zeit- 
abhängigkeit (2b) zu untersuchen, ist die Störungsfunktion sachgemäß mit Hilfe des komplexen 


Kurvenintegrals 
; © eite n 
sinwt= ee) 


Dr | &2 — 2 
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i ä i i llen Achse der komplexen 
llen. Auch hier verläuft der Integrationsweg längs einer zur ree t 
En naralicheg Geraden, so daß die Singularitäten umschlossen werden. Die Belastungsfunk- 


tion (2b) erlaubt dann die Schreibweise 


| FR eitt # P.(r, p) sin ot für 1>=0% 03). 
ee [el NG 2 2 Er 
[6 


ER ; \ ist hieri i lten, wie durch 
Die örtliche Lastverteilungsfunktion p,(T, 9) ist hierin unverändert beibeha r 
die bisherige Festsetzung (3) definiert. Für die Differentialgleichung (1 a) erhält man mit der 
Störungsfunktion eine zeitfreie Differentialgleichung, deren Integral so heißt: > 


2 
FE 

c2 

11) { 


| Tasılsb 1,05 a 
u„(,9) = — Bqb"t!cosng ae mer — a 1,6 2 ds 2. 1a 


wobei zur Abkürzung die Bezeichnung A = © eingeführt wurde. Das Integral setzt sich aus den 


Integralen der innomogenen und der homogenen Differentialgleichung zusammen. Ferner genügt 
es der Randbedingung (1b). Die Auswertung des bestimmten Integrals erfolgt analog der a. a. O. 


h [0) : 
durchgeführten Rechnung und liefert mit Verwendung der Abkürzung k = nn das Ergebnis 


m 


7 2 
Te - 3% Narılkb) I,(kr) +U,(r) für r<b, 

u„(r,@) = Bqb"}!cosno (25). 

. nrı(kb) N,(kr) + U) für b<r 

Diese Lösung gehört zur zeitfreien inhomogenen Differentialgleichung des Schwingungs- 

problems (1) mit dem Störungsglied (23), das der Anfangsbedingung (2b) entspricht. Sie befriedigt 

die Bedingung des verschwindenden Randes der Membran (1b) und besteht aus den im gesamten 


Kreisgebiet r < a stetigen Integralen der inhomogenen, als auch der homogenen Differential- 
gleichung. Das letztere Integral hat hinsichtlich der radialen Abhängigkeit die analytische Form 


7 Nn(k a) In+ı(k b) 
IE 1a an nn. 6) 


und ist für das gesamte Kreisgebiet r < a definiert. Um aus der Funktion (25) die Lösung des 


Schwingungsproblems (1) mit der Störungsfunktion (23) zu erhalten, hat man dem Überlagerungs- 
prinzip zufolge das folgende Linienintegral zu bilden 


h IT 
no ee | NR JE 


an & — oo? 
ö 


Der Gebrauch gerade dieses Integrals wird durch die Gestalt des Integralsatzes (22) für die 
Darstellung der Störungsfunktion (23) erforderlich. Die Voraussetzungen für die Anwendbarkeit 
dieses Integralsatzes auf die Funktion u,(r, 9) nach (25) sind gegeben. Die Ausrechnung des 
Linienintegrals (27) liefert für die transversale Verschiebung der Membran den folgenden analyti- 
schen Ausdruck 


P Q„ DrH1 (m pni -H en Na+ı(k b) In(k | sin@t+ W,tr,t) für r<b, 


w,(r, 9,0) = cosno | (28). 


IT F . 
B q, br +1 y7 In+ı(kb) N„(kr)sinot + Wr, für b<r 


DL dem Integral der homogenen Differentialgleichung (1a) bei der Anfangsbedingung (2b) ent- 
sprechende Membranverschiebung, die der freien Schwingung zukommt, lautet in bezug auf ihre 
radiale Abhängigkeit 


W,„(r, !) — RB, | . — sin ot! — — >% Ri nu r) lan n 98a 
Iutk a) En u=1 (kr Br k?) In+1(On u) (enu ) ”; S 5 ). 
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Die hier verwendete Konstante K, hat mit der Abkürzung k = — den Wert 


K,=— Bqrb# ae 9 ie a 


Ferner haben die in der Funktion (28a) benutzten Größen Gm E — a=—+ kaum 


die Bedeutung der von Null verschiedenen Nullstellen der BzsseLfunktion n-ter Ordnung, also 
I,(Kam @) = 0. Der von der Erregerfrequenz » abhängige Addend dieser Funktion (28a) rührt 
von den Polen & = + w her und sorgt für die Einhaltung der Randbedingung (1b) für die er- 
zwungene Schwingung allein. Die als zweiter Addent auftretende Summe kommt von den obigen 
Nullstellen der Bzsserfunktion n-ter Ordnung her und beschreibt die freie Schwingung der Kreis- 
membran. Die freie Schwingung verschwindet demnach gleichfalls am Kreisrand r=a. Die 
Formel (28) für den rhythmisch erregten Schwingungszustand der Kreismembran gilt für alle 
ganzzahligen Werte n, die Null eingeschlossen. 


Ia. Die statische Kreislinienlast 


Die Lösung des Schwingungsproblems der Kreismembran unter Kreislinienlast, die über 


einen konzentrischen Kreis verteilt ist, kann aus der Lösung (19) erhalten werden. Dazu hat man 
in dieser Funktion die Radien db, = b und b, =b—ö, die spezifische Belastung q, = nn 
zu setzen und in dem so erhaltenen Ausdruck zur Grenze für lim ö — 0 überzugehen. 


Unter den obwaltenden Anfangsbedingungen (2a) hat die Kreismembran mit dieser Be- 
lastung die statische Verschiebung 
N 2n 
= -ı) für en, 


an] an 


Dyno —B 2% cosno jn-+1 Pr 1 a A a (29), 
an |@r m 
Sulue Tür die Werten=1,2,3,:-; 
Fürn=Ogilt, 
. In 2 für neh 
a 
W, —— BQ ON (29a). 
b r 
— In — für RR 
2 a 
Die dynamische Verschiebung ist 
S In kn 7 b In Kr Ih “ = 
d2(6,) = 2Qu Bbrttcosnp I, — (Kan D) Inlknn 7) Cosa wi anr(29h). 


u=1 0 UIn+ılon)P 


Die durch die vorgegebene Linienlast hervorgerufene Verschiebung der Kreismembran setzt sich 
demnach wie folgt zusammen 


NEED DO REN). 
Für die Funktionen w,o(r, 9) und v,„(r; 9, t) gelten die Definitionen (29) und (29a u. b). Die 


erzeugende Belastungsfunktion p„(g) ist lediglich auf der zum Randkreis konzentrisch gelegenen 
Kreislinie r = b von Null verschieden und hat dort den Wert i 


EI TG a Fr} 


während sie in ihren Stetigkeitsgebieten verschwindet. Da die ursprüngliche Angriffsbreite der 
Lastverteilung mit der gleichförmigen Belastung 


Ind 
na —i 
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den Betrag ö hat, so ist die der Kreismembran über die Strecke ö aufgegebene gesamte Linienkraft 
nach dem Mittelwertsatz durch die Funktion 


Qyb 


I" cosngö= En DE ah 7 


i isri hieden ist. Die Aus- 
Iche nur innerhalb des Kreisringes b—d <r< b von Null versc 
En n ee 5 0 führt zur Konzentration der Linienlast Q,„ auf dem Kreise 


r = b und bestätigt die Formel (31). 


IIa. Die rhythmische Linienbelastung 


Überträgt man die unter Ja angestellte Überlegung auf den Fall einer Kreismembran, die 
längs eines zum Randkreis konzentrischen im Innern der Membran liegenden Kreises r=b 
rhythmisch erregt wird, so erhält man für die Verschiebung ö,(r, 9, i) den stetigen Ausdruck 


nr BQ, br+! ke b) I,(kr) sin ot + Wy(r,t) für r<b, 
——(0 
3 


m. (32), 
In(k b) Nn(kr)sinot + W,(r,d) für db<r 


w,(1,90,9) = 


mit der folgenden Bedeutung für die Funktion 


= Iler).. I Inka n) h 
W,(r; M) = — n(k a) I„(k b) Fr n sin ot — Re 2 (BE, — Re) Inrlon,) sın Pe 1 (32a). 


Diese Lösung gilt für alle ganzzahligen Werte von n. 

Die Lastverteilungsfunktion zu diesem Problem verschwindet wie die vorige gleichfalls in 
ihren Stetigkeitsbereichen und springt längs ihrer singulären Kreislinie r = b diskontinuierlich 
auf den von Null verschiedenen Wert 


Do, iD) = m(o)sinot = 0, breosnosmmi 722 rs 


Die in den beiden letzten Abschnitten Ia und IIa aufgestellten Lösungen für die Schwin- 
gungsformen der Kreismembran sind in ihrer Handhabung einfach. Sie sind Linienlasten zu- 
geordnet, die durch elementare gerade trigonomentrische Funktionen der Winkelveränderlichen & 
definiert sind. Das ermöglicht, sie zur Bildung von Lösungen von Schwingungsaufgaben mit kom- 
plizierten Störungsfunktionen durch Summation heranzuziehen, dann nämlich, wenn die den 
Linienlasten angehörigen Störungsfunktionen sich als gerade periodische Funktionen so fortsetzen 
lassen, daß ihre FovrIErsche Reihe 


[66] 
PP) = ABER sr A ee ee 

n= 
konvergiert. Man faßt die zu den elementaren Funktionen (31) oder (33) gehörenden Lösungen 
(30) oder (32), nach dem diese zuvor durch den Faktor Q, b* dividiert sind, als partikuläre Lösun- 
gen des zur Verteilungsfunktion (34) gehörenden Problems auf. Jetzt folgt die Lösung des Pro- 
blems aus dem Überlagerungsprinzip, in dem man die durch die Konstanten Q, b" dividierten ele- 
mentaren Lösungen einzeln mit den Fourierschen Reihenkoeffizienten der Entwicklung (34) 

multipliziert und alles summiert. Man erhält dann die Lösung als Doppelreihe 


2 warm? K 
w(r, @, l) 2, O,b WÄr,D,Ü) - 8 0 a 


In der Doppelreihe spielen die elementaren Lösungen die Rolle der Reihenglieder einer ein- 
fachen Reihe. Dabei sind je nach den vorgegebenen Anfangsbedingungen (2a) oder (2b) des zu (34) 
gehörenden Problems die elementaren Lösungen w,„(r, 9, {) entweder durch „ie Definitionen (30) 
oder (32) bestimmt. Für Kreislinienlasten, die als ungerade Funktionen der Winkelveränder- 
lichen 9 fortzusetzen sind, sind wegen der einfachen Entartung des Problems für alle Werte n > 0 
statt der geraden Funktionen I„(k r) cosn p die ungeraden Funktionen I,(k r) sin ng zu verwen- 


. ARTE le Ba : .._+C08 
den. Denn bei reeller Winkelabhängigkeit hat man die Alternative n ». 
sin 
Eine Vorführung des Rechenganges ist unnötig, da sie 


Darstellung besteht, indem statt der geraden die entspreche 
tion in die Entwicklung einzusetzen ist. 


in einer formalen Abänderung der 
nde ungerade trigonometrische Funk- 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur Tabulierung von Polynomen 
Zu tabulieren sei das Polynom 
)=n" +. +, +2 + .(). 


Fassen wir die geraden und ungeraden Potenzen je 
für sich zusammen, so können wir das Polynom (1) 
auch so darstellen: 


Mey) Zen)... (2) 

mit den in x symmetrischen Funktionen 
gaad)=.-- ++, 2 +... (3), 
K)=--- +; +2? +0... (4). 


Die Berechnung eines Polynomwertes f(x;) für ge- 
gebenes x; kostet n Multiplikationen und n Additionen 
bei Anwendung des Hornerschemas; und zwar sowohl 


1 
! 
I 
I 
1 
1 
ı 
1 
I 
I 
1 
1 
l 
I 
! d 
I 
I 
' 
| 
| 
I 
| 


in der Form (1) wiein der Form (2). Bei (2) ist ledig- 
lich die vorherige Bildung von =? erforderlich; dafür 
gewinnt man aber auch zwei Polynomwerte mit einem 
Schlage, denn es ist 


(+ 2%) = g(@) + x h(a?) . Ö)- 


Ist nun ein gegebenes Polynom im Bereich x s x 
< x, zu tabulieren, so verschiebt man den Nullpunkt 
mit Hilfe des vollständigen Horserschemas in die 
Mitte dieses Bereiches und verwendet dann (5). Der 
Bechenaufwand sinkt dadurch auf etwa die Hälfte 
herab. Hat man einen Rechenautomaten zur Ver- 
fügung, so läßt man die Tabelle in der folgenden Form 
ausdrucken: 


2) f(zo) f— 2%) 
2 fzı) 2) 
u) f(x.) 


f— %) 
Zur angenäherten zeichnerischen Ermittlung der 
reellen Nullstellen des Polynoms schreiben wir (5) 
in der Form & 
A ee 
1a) = 7,5) 


rt. (0) 


und zeichnen die Funktion g(x?) für positive Werte 
von x. Die beiden Halbgeraden y= + x und 


y=—-x schneiden dann die negativen bzw. posi- 
tiven reellen Wurzeln heraus. Die Abbildung zeigt 
das für das Polynom 


fa) = 8 -— 7 +4 + 106% 120-0. 
Nach (3), (4) und (6) wird daraus 


— a4 + 4102 — 120 
a — 
a dr Tu Fr ge er 


Die Wurzeln sind — 5, — 2; 1, 3 und 4. 


Verfasser: Dr.-Ing. S. FALK, Braunschweig, 
Fallersleber Str. 42 : 


Die nichtholonomen Bewegungen einer 
ebenen Scheibe 


1. Das klassische Beispiel einer einfachen nicht- 
holonomen Bewegung ist wohl CARATHKODORYS 
Schlitten [1]. Ein starres ebenes System 8 gleitet 
auf einer horizontalen Ebene; mit $ ist eine Gerade / 
fest verbunden — die Verbindungslinie der Stütz- 
punkte der Kufen des Schlittens — und es wird I die 
Bedingung auferlegt, nicht in ihrer eigenen Richtung 
auszugleiten. Das heißt: ein bestimmter Punkt auf /, 
und dann auch notwendig jeder Punkt auf /, hat 
während der Bewegung eine Geschwindigkeit, welche 
senkrecht auf / steht. Diese Bedingung ist nicht- 
holonom. 


CARATHEODORY nimmt weiter an, daß $ eine Sym- 
metrieachse hat, die im Punkte M auf | senkrecht 
steht und daß auf $ keine anderen äußeren Kräfte 
wirken als die Reibungskraft längs !. Er integriert 
die Bewegungsgleichungen und untersucht im be- 
sonderen die Bahnkurve von M. 


2. Wir zeigen im folgenden, daß die CARATHKODORY- 
sche gewissermaßen die einzige infinitesimale Be- 
dingung ist, welche man einer sich übrigens frei be- 
wegenden Scheibe $ auferlegen kann. S hat drei Frei- 
heitsgrade. Wir wählen einen in $ festen Punkt P 
und eine in $ feste orientierte Gerade PP’ und be- 
stimmen die Lage von S durch die Koordinaten x, y 
von P in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
OXY in der festen Ebene und den Winkel 9 zwischen 
OX und PP’. Eine differentielle Bedingung für die 
drei Koordinaten x, y, % lautet 


F,(®, y, 9) de + F,(x, y, d) dy-+Fy(&, y,d) dd =0 (]). 


Die Beschränkung, welche durch (1) der Bewegung 
der Scheibe auferlegt wird, hängt offenbar im allge- 
meinen von der willkürlichen Wahl des Achsenkreuzes 
OXY ab. Es erhebt sich naturgemäß die Frage, wie 
die Funktionen F; aussehen, wenn (1) von dieser 
Wahl unabhängig und somit gegenüber einer Koordi- 
natentransformation invariant ist. 


Soll die Invarianz für eine Translation = x, + 
bestehen, dann hat man 
Fil® + 9, 9,9) = I(p) File, y, 9) 
für jeden Wert p. Wenn man nach » differenziert 
und dann p = 0 nimmt, zeigt sich 


Filz, y, 9) = Gi (y, d) ek® . (2), 


wo k eine konstante Zahl, nämlich f’(0) ist. Man kann 
also (1) durch e#2 teilen, womit die Koordinate x aus 
der Bedingung verschwindet. 

Dasselbe gilt offenbar für y und (1) lautet jetzt 


F,(0) de + F,(#) dy + F,) dd =0. . (8). 
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Wir fordern jetzt die Invarianz von (3) für eine. 
Drehung des Achsenkreuzes: 


x = 2% 008 — Yyısin 


y=xsinp-+ Yı cos 
d=d+P 
Das linke Glied von (3) wird 
{A (dA H+p)esp+Rdı+ p) sin p} dx, 
+{—F, (dı +9) sing + F,(0, +g) eos} dyı 
+BRd +pM)di,=d. 


Man hat also, wenn wir statt |, Y, d, wieder », y, ® 
F, (+9) = g(p) F30) 


schreiben, 
F,(#+9)cosp+F3,(9 +9) sinp =g(p) F(9) : 
—F, (9 +9) sing +F,(#+gp)cosp =g(p) Fx(#) 7 8). 
Aus den ersten beiden Gleichungen geht hervor 
FR&+p)cs@+9)+Rö+psin@+9p) 
= g(p) {Fı(0) cos # + F,(d) sin d} 
und 
Foö+psin@+9)—F,(d+y)cos(d+9Y) 
— 9(p) {P (8) sin # — P3(d) cos d}, 
das heißt, für 
H,(9) = F,(®) cos d + F,(d) sin 
H,() = F,(d) sin # — F,(d) cosd 7 . . (6) 
H;(9) =F (9) 
gilt 
H;(# + p) = g(p) Hi(#) 


oder 


wo A; und m konstante Zahlen sind. Dann ist 
F,(#) = (4,0089 + A, sin Ö) emd 
F,(9) = (A, sin d — A, cos d) emd 
F,(d) = Ayem®, 

und die Bedingung (1) reduziert sich auf 

(A, cos® + A,sin d) de + (A, sin d — A, cos d) dy 
+4,d=0 (8). 

Wir haben also gezeigt: Kine infinitesimale Bedin- 


gung (1) ist dann und nur dann invariant für Koor- 
dinatentransformationen, wenn sie die Gestalt (8) hat. 


3. Bekanntlich ist eine totale Differentialgleichung 
in drei Variabeln 


Id 9» 95) 491 + Frlau 9» 45) dg2 + Fs(Q1 2 95) dg; = 0 
dann und nur dann integrierbar falls 
oa as 
2; I (ke 3.) ‚ 


Für (8) lautet dieses Kriterium A? + 43 = 0. Das 
heißt: Mit Ausnahme des Falles A, = A,= 0 stellt (8) 
eine nichtholonome Bedingung dar. 


0). 


4. Wir wählen ein körperfestes Koordinatensystem 
Sn mit P als Anfangspunkt und PP’ als &-Achse. 
Die absoluten Koordinaten X, Y von &,n sind 
X=$ cs d — sind -+x 
Y=£Esnd+ncosd+y, 
woraus hervorgeht 
X — Esind-d—ncos#.-d +% 
De Ecosd-d—nsind:-d + iR 
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Die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes &, n 
längs der £- und n-Achse sind somit 


u = Xcos#®+Ysind=—nd+&cos#+ysind 
%w=—Xsind+Ycosd=£d6—&sind+ Jcosd, 
und (8) läßt sich schreiben 
Ay hm = (An AE—A)d. 
Wenn A, und A, nicht beide Null sind, so sagt diese 
Gleichung aus, daß für jeden Punkt der Geraden I 
4°+4n+4=0 
4, — 4Aw%=0 


d. h. die Geschwindigkeit jedes Punktes von ! steht auf 
I senkrecht. 

Die Bedingung (8) ist mithin mit der für den Schlit- 
ten identisch. 


gilt; 


Literatur 
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Verfasser: Prof. Dr. O. Borrema, Delft (Niederl.), 
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Note on the Bending of a Thin Equilateral 
Plate under Tension 


Introduetion 


It was shown previously by the author (Sen, 1934) 
that problems of thin elastie plates in the form of 
equilateral triangles can be solved easily by using 
trilinear coordinates. These coordinates are used in 
the present paper to find the deflection due to a uni- 
formly distributed load, of a thin equilateral plate 
under all round tension 7’ when the edges are simply 
supported. 


Trilinear coordinates 


Let the equilateral triangle A BC be the mid-section _ 
of the plate having the small thickness 2 h. We take 
the origin at the centroid O of the triangle. The axis 
OX is taken perpendicular to the side BC and the 
axis OY, parallel to it. 


If (x, y) be the cartesian coordinates of a point P 
within the triangle, ?,, 23, 3 three perpendieulars 
from P on CA, AB, and BC respectively, 2a, the 
length of each side of the triangle, and r, the radius of 
the inscribed eircle, then we get 


x yy3 
8,98 | 
ae Fu 7 " (1) 
Pp» =r—r 
Hence . 
P+m+mR=3r=ay3 = k(say). 
Three sides of the triangle are given by 
mn =0, m=0, andy, =0. 
It can be easily seen that 
08 dpa 
2 — Er 
Vi a ox° oy? 
_a 9 
Bir nr ar (a 
6? 2 & 


Opz op Epsop Epı Opa 
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Statement of the Problem 


If w be the deflection, 7, the all round tension, Z, 
the normal load per unit area and D, the flexural 
rigidity of the plate, the differential equation satis- 
fied by w is 


DViw—- TViv=Z, 
or 
vun VmeR 0...) 


T,=T/D, and P=Z/D. 


where 


On the supported edges we must have 


EN (4) 
Solution 
Let 
oo 
w= 93 An 
n=1 
RED 2 ann nm (5), 
n being an integer. 
When 9, =0, 


= SEETUTE NT 
v= on 2 Ansin 7 (Pa + 93) 608 Z- (Pa — Ps). 


n=1 


Since now 
Pa + P3 = k ’ 


we shall have 
v=0 when pn =®. 


Similarly we get 


vw=0 when =0 and m, =. 


Also since 
© Ann? 
Me=— 2,3 12 An 
n=1 
. 2nıPpı ANITE Ps r 2nnDz 
>x a Teer ’ 


we shall have 
viv=0 


on the three sides. 
By virtue of the relation (1) we have the identity 


P=E Ik 2pı) + (k—2 7) + (k—2 pu)] () 


Expressing k — 2p, as a FOURIER sine series valid 
in the interval 0 < p, < k, it is found that 


oo 


k—2p= 93 


n=1 


LIMELEIN 
NT k 


We can have similar series for k — 2 p, and k — 2 p3- 
Thus we get 


oo 
Bezu> 2P 
n=ı 7” 
2 ‚ 2nnp 
x I 2 “r Pı + sin =. Pa + sin 7 | (7). 
Substituting (5) and (7) in (3), we get 
4 
EA, ax (8). 


2m [T,k®+4n?n] re 


From the above expression it is evident that each 
of the three series involved in w is rapidly convergent. 
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At the centre where p, = 9 = 9; = k/3. 


oo 
W3RY Ansin DE 


n=1 


Reference 
SEN, BIBHUTIBHUSAN: Bull. Cal. Math. Soc. Vol. 26 (1934), p. 65. 


Verfasser: BIBHUTIBHUSANSEN, Dept. of Mathematics, 
Jadavpur University, Caleutta-32, India 


Methode zur Ableitung des Additionstheorems 
der Kugelfunktionen*) 


Für den ganzen dreidimensionalen Raum als Grund- 
gebiet hat die GreENsche Funktion K bekanntlich die 
Form 


eg 


Pe a 


wo R der Abstand zwischen Quellpunkt @ und Auf- 
punkt P ist. Bei festgehaltenen Quellpunktkoordi- 


. naten verschwindet X im Unendlichen wie r 1, wo r 


gegeben ist durch r = (+ y? + 22)12, 


Da die GREENsche Funktion, abgesehen vom Punkt 
P=Q, überall die Larraczsche Gleichung AK = 0 
erfüllt, ist man berechtigt, sie durch die partikulären 
Lösungen der separierten LArLAczschen Gleichung 
darzustellen. In Kugelkoordinaten lauten diese Lö- 
sungen (MoRSE, FESHBACH [1], MADELUNG [3]): 


sin 
ara td, Pooh), mp) 2). 


(n, m ganz) 
Die Funktionen 


EN Bi me 
NT n cos 2 


N- je n +1) (n— m)! 


4 (n + m)! En 


(Tem 2 tur) = oe) 


der Normierungsfaktor ist, sind die periodischen 
Eigenfunktionen für die Kugeloberfläche (Kugel- 
flächenfunktionen) und bilden ein vollständiges Ortho- 
gonalsystem (s. SCHMEIDLER [2]), so daß man sie für 
Fovrierentwicklungen verwenden kann. Die Fou- 
RıERreihe der Greenschen Funktion K in Kugel- 
koordinaten nach den Kugelflächenfunktionen (3) 
lautet: 
1 


4 Y? +3 —2rru 


N 
= 35 3N{4Ay P,(cosd)sinmgp 
n=0 m=0 
+ Bi} PY (cos 9) cos m o} A rl 

mit 
u= cosy = cos Ü cos d, + sind sin d, cos (P — Po) » 

2 an 
A | u P(cos d) sinmpsind dd. dp, 


e (5a). 


(ı) 
T 7 
DN— | ne P”(cos 9) cos mpsin dd dp 
ö 


v8 
*) Mitteilung aus dem Geomagnetischen Institut Potsdam Nr. 79, 
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Die Abhängigkeit von r und r, ist in den Koeffi- 
'zienten 4% und B" enthalten. Zur Auswertung der 


ffizienten (5a) kann man die bei SCHMEID- 
ns en ee orthogonalinvariante 
Integralgleichung zweiter Art für das Kugelproblem 
benutzen, die mit den Eigenfunktionen y(r) D7(9, p) 
die Form hat: 


y(ro) DI (do 90) 
a/rn 2n 
+A[ | SS Ku ro w 249, p) sin 9 dd .) 
0 \0 0 


. (6). 


Aus (6) folgt nach Schmeipter [2] die Integral- 
gleichung: 


® (do 90) Y(ro) 


a el 
+Af (ro ») [ Kir, rou) Pau) “) 
[1] —1 


xyer)rd=0. 


xy(er)rdr=0 (6a). 
Da die Kugel als Integrationsbereich von (6) und (6a) 
nach SCHMEIDLER [2] speziell auch den ganzen Raum 
umfassen kann, ist man in diesem Fall berechtigt, die 
GrEEnNsche Funktion K in der Form (1) zu benutzen. 
Der Vergleich von (6) und (6a) ergibt für die FOURIER- 
Koeffizienten (5a) die Ausdrücke 


; + 
F 1 

AN = N 2n P (cos d,) sin mp, | TEL P„(u) du (7), 

=, 

+1 
> 

BN = N 2 P’ (cosd,) cosm_@, | InB Pn(u) du (7a). 

= 


Stellt man 1/R in (1) durch die bekannte TAYLor- 
entwicklung dar: 


Lu RE 
a Ile U , 
(s. MoRSE, FESHBACH [1]), so erhält man für die Inte- 
grale in (7) und (7a): 


4 
1 
Er 
2 [ra+1 
= r’Ir, r<r 
=7- Psku) Pn(u) du. 2" 170 ö 
a URAN, en eurer 
it 


Das 9% 


"4n (BRAL 1) rpm r>n 


n/.n-H1 
2 n [rt 
was aus den Orthogonalitätsrelationen für die P, folgt 
(s. MAGNUS, OBERHETTINGER [4]). Für die FoURIER- 


koeffizienten (7) und (7a) ergeben sich mit (9) die Be- 
ziehungen: 


1 


DE f . fr Hl eh 
4n= N; n+1 PN (cos d,) sin my a a “ x 
0 } 

(10), 

I 1 r ran * 

Jay IN In] P" (cos d,) COS MY, 15 er i E k 
o/r v 

(10a). 
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Die Fovrrerreihe (5) lautet mit (4), (10), (10a) und. 
der Formel 


sin m p sin m 9, + cos m p cos m 9, = cos m (P — Po): 


1 a (n — m)! 
R 2, ER; (n + m)! 


ref rt r == 17, 
ra" +1 r>Y%g 
(11). 


Vergleicht man (11) mit der Tayrorreihe (8) von 
1/R, in der 8 = n gesetzt wurde: 


Fr © jrpt! 
-2 P„(cos y) Fan > 


so ergibt sich sofort das Additionstheorem der Kugel- 
funktionen: 


x P}(cos 9) P}(cosd,) cosm(P— Po) 


Er 
R 


n == ! 
Put = 


_ x P’(cos 0) P} (eos d,) cosm(P— 90) -. - (12). 


Die Möglichkeit zur Ableitung des Additionstheo- 
rems der Kugelfunktionen durch Reihenvergleiche ist 
auch schon anderweitig ausgenutzt worden (s. MORSE, 
FEsHBAcH [1], WHITTAKER, WATsox [6]), jedoch ohne 
Verwendung von Integralgleichungen. Daß man das 
Additionstheorem bei Benutzung von Ergebnissen der 
Integralgleichungstheorie einfach ableiten kann, ist 
bereits in meiner Dissertation [5] enthalten. Die Ab- 
leitung des Additionstheorems in [5] verläuft jedoch 
in etwas anderer Weise als hier, da dort FoURIER- 
entwicklungen der GrEEnschen Funktion für be- 
schränkte räumliche Bereiche unter Ausnutzung des 
Zusammenhanges zwischen der ersten Randwertauf- 
gabe der Potentialtheorie und den Integralgleichungen 
behandelt werden. 
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Die beiden ersten Randwertaufgaben der 
Potentialtheorie für einige oft vorkommende 


Kurven 
1. Die Ellipse 
Die Berandung sei in komplexer Form 


C=acost-+ibsint, atll)s 
b 


r E 
Setzt man Pe 4, so entsteht aus (1) die im 


folgenden benutzte Gleichung 


0 sts2n 


z=cost+iisint, 0O<iA<o #2). 
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Die Randwerte auf der Ellipse seien durch eine 
' dort überall stetige Funktion F(t) gegeben, welche der 
Bedingung F(0) = F(2r) genügt und in eine für 
0 =zSt=2% konvergente Fourikrreihe 


Ft) = Ei u I cosvt + b,sin»vt) . (3) 


entwickelbar ist. 


Wir machen es uns nun zunächst zur Aufgabe, 
diejenige (bis auf eine additive rein imaginäre Kon- 
stante) eindeutige, zumindestens im Inneren der 
Ellipse reguläre Funktion P(z) = u(z, y) + iv(x, y) 
zu bestimmen, für die auf dem Rande 


BReP@t))=FÜ) .....) 


wird. (Erste Randwertaufgabe für das Ellipsen- 
innere.) 

Im allgemeinen ist P(z) nicht in eine nach Potenzen 
von 2 fortschreitende und in dem gesamten elliptischen 
Gebiet konvergierende Reihe entwickelbar.!) Man 
erhält jedoch eine zumindestens in diesem Gebiet 
konvergente Reihe, wenn man 


Po) = 0, + Zn) en) 


setzt, wobei die p,(z2) Polynome v-ten Grades bedeuten 
und durch die Forderung 


Re p,(z(t)) = a,cosvt +b,sinvt . . (6) 


erklärt werden.?) Wir wollen jetzt die p,(z2) bestim- 
men. 

Wir fassen in (2) z als Funktion einer komplexen 
Veränderlichen ? auf; die Auflösung nach 


E= eilt 
ergibt 
Br EN, 
1+4 
und man hat 
a 


Bei der Abbildung (7) hat die Ellipse in der &-Ebene 
zwei Bildkreise, nämlich 

En en ind 

das Ellipsenäußere wird in der Weise abgebildet, daß 


jedem Punkt außerhalb der Ellipse genau ein Punkt 
außerhalb von [£|=1 und außerdem genau ein 


nee 
Punkt innerhalb von |£| = k Rn Das 
| 


Ellipseninnere wird auf den Ring zwischen den beiden 
Kreisen abgebildet, worauf wir’ nicht näher einzu- 
gehen brauchen, da es für unser Ziel keinen Nutzen 
bringt. 

Es liegt nun nahe zu versuchen, ob sich mit einem 
Ansatz 


entspricht. 


A,F+tiB)gi ri FiD)d&’ .. (9 
mit vier noch zu bestimmenden reellen Konstanten 
Ay,..., D, erreichen läßt, daß (9) erstens auf dem 


Rande den für p,(z) vorgeschriebenen Realteil (6) 
annimmt und zweitens ein Polynom in z wird. Die 
erste Forderung führt zu den beiden Gleichungen 


4,+0,=0, — B,+D,=b, FLO): 


ı) Existierte eine solche, so würde sie auch innerhalb des Kreises 
über der großen Achse als Durchmesser konvergieren und wäre dort 
überall differenzierbar; dasselbe träfe für ihren Realteil zu, was auf 
einen Widerspruch führte, da F(t) nur stetig, also nicht notwendig 
differenzierbar vorausgesetzt ist. 


2, Im ?,(0) bleibt dabei unbestimmt. Aus formalen Gründen sollte 


oo 
man darauf achten, daß Dr Im v,(0) konvergiert. 
v1 


Um Bedingungen für die zweite zu erhalten, formen 
wir (9) mit Benutzung von (8) um und erhalten 


(A, +4 By + (0, +iD,) ea) 8 an. 


Ein Vergleich von (11) mit (7) zeigt, daß die Be- 
dingung 


Ode) (Ar tin ... (12) 


1+4 


notwendig und hinreichend dafür ist, daß (11) eine 
ganze rationale von 2 wird. Die Aufspaltung von (12) 
ergibt zwei reelle Gleichungen, die zusammen mit den 
beiden Gleichungen (10) die A,,...,D, in Ab- 
hängigkeit von A eindeutig festlegen. Nach ihrer Auf- 
lösung erhält man aus (11) 


2,2) = 0,(4) {2 + YE FR —1) 
+ß- EHRZ1)}. . (i3), 
wobei 
dy 
SFr 
b, 


etz Dean We 


(14) 


gesetzt ist. Man kann dem Ausdruck (13) noch andere 
Formen geben. Zunächst ermöglicht die Darstellung 


P,(2) = x,(A) cos (v arccos 2’) . (15), 


mit 
2 z 
ir 2 


’ 


#,(A) = 2 Y1 — 22° c,(A) (16) 


Bu 1,20 


die Bestimmung der Nullstellen von p,(z) auf sehr 
einfache Art. Wenn man ferner in (13) anstelle von 


OP = die von den beiden Brennpunkten nach P. 
führenden Vektoren 


PFP=1=2—- iR, P=„,=z+1—% 


in geeigneter Weise einführt, so entsteht der symme- 
trische Ausdruck 


Dr(2) = 2” 6,04) {Ya + Ya)?’ + (Ya — Ya)?} (1m). 
V=i1,2,0% 


Die Anordnung der Polynome »,(z) nach Potenzen 
von 2 erfordert einen Koeffizientenvergleich, der zu 
folgendem Ergebnis führt: 


u=. , 
Pr(2) = c,(A) = Ky-2u AR— 1% ae (18) 
n=0 
v—=1,2, 
mit 
See v v—u—l1l 
— 99-24 
a a u un: 
MV), 1,2, 00% 


Die Summationen in (18) sind so weit zu erstrecken, 
bis sie von selbst abbrechen. Ist v gerade, so tritt in 
(19) für u = v/2 eine scheinbare Schwierigkeit auf; 
es zeigt sich aber sofort, daß «, = 2 gilt. 

Es werde jetzt noch ein kürzerer Weg für die Be- 


handlung der ersten Randwertaufgabe angedeutet. 
Mit 


cos0 = au esng 0 
Yı—2 


wird die Glchg. der Ellipse (2) bei Benutzung von (16) 


2 =cos(t +0), 
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Für Randwerte aı cos t + bı sin t ist die Lösung 


R en dı ar bi 
a en 1 


Im Falle von Randwerten a, cosvt + b, sinvt 
führen wir die Abbildung w/ = cos (v arccos z’) durch. 
Aus der Ellipse 2’ = cos (+ 6) entsteht dabei die 
Ellipse w, = cos» (+ 6). Die Lösung wird 


, Se ur era 

Beide Un ET) nat 2 fi 
Wir betrachten nun die zweite Randwertaufgabe 
für das Innere der Ellipse. Auf dem Rande sei die 
Ableitung du/ön nach der in das Innere weisenden 


Normalenrichtung in der Form 


OL NEUNRE 

mr 
gegeben. Dabei sei 

Hd 5 (a,cosvt +b,sinvt) .. (21) 


v=1 


eine für 0 <t <2r konvergente Fourızrreihe mit 
stetiger Summe. Wir setzen voraus, daß für (21) 


a, [ma=0 


gilt. Versteht man unter s die von einem beliebigen 
Anfangspunkt gerechnete Bogenlänge auf der Ellipse 
und setzt 


so zeigt (20), daß (22) gleichbedeutend ist mit der 
Forderung, daß 


oder daß 
. (24) 


eine auf dem Rande eindeutige Funktion sein soll. 


Bekanntlich existiert genau eine zumindestens im 
Inneren der Ellipse reguläre (nur bis auf eine additive 
komplexe Konstante bestimmbare) Funktion P(z) = 
ux,y) + iv(z, y), für die du/ön auf dem Rande die 
durch (20) vorgegebenen Werte annimmt. 

Auf der Randkurve schreiben wir 


P(z{t)) =ulb) Firl) .. » . (28). 
Man hat dann 
dv 
ou dv dv dt rl 
= En | 96 
on 08 dt ds Ss 


Ysin? t-+ AR cos?t 
woraus mit (20) ® 


ae: — ft D 
Zi . 7) 
folgt. Nun ist nach (25) 
dv DR ‚dp 
re Im (a 1 «)) = Re | TE «| . (28). 


Hieraus ergibt sich durch Integration mit Benutzung 
von (27) und (21) 


le 
Dun VRR Lo) age Mn . 
Re { VL )} = 2 | „ cos v t — — Sins ) (29), 
wobei wir die Integrationskonstante als belanglos 
fortlassen. 

Damit hat man für die Lösung der zweiten Rand- 
wertaufgabe folgenden Weg: Man bestimme diejenige 
zumindestens im Inneren der betrachteten Kurve 


Kleine Mitteilungen 


reguläre Funktion —iP(z), deren Realteil auf dem 
Rande mit der rechten Seite von (29) identisch über- 
einstimmt?), dann ist Re P(z) = u(x, y) die Lösung 
für die durch (20), (21) auf dem Rande vorgegebene 
Funktionöu/ön. 

Die Lösungen der Randwertaufgaben für das Äußere 
der Ellipse ergeben sich sofort mit Benutzung der 
bereits erwähnten Eigenschaften der konformen Ab- 
bildung (7). Im Falle der ersten Aufgabe mit den Rand- 
werten (3) hat man 


u(z,y) = Re IE Ay 


< ; 1+4 v 
b,) | ————— ] (30). 
7 ze N! 
Das Vorzeichen der Wurzel in (30) sei durch die 
Bedingung festgelegt, daß stets s 


+ AM +P- isn 


1+4 


gelten soll. 

Die Verzweigungspunkte der Wurzel liegen in den 
Brennpunkten, also sicher nicht im Äußeren der 
Ellipse. 

Für die zweite Aufgabe sei jetzt öu/On die Ableitung 
nach der in das Ellipsenäußere weisenden Normalen- 
richtung. Anstelle von (20) haben wir jetzt 

ou dt 
ERS. 


on 


Be er © 


sin?t +? cos?t 


zu setzen; f(f) sei durch (21) gegeben. Man bekommt 


dann i N 
x > (ar , ;dr un be « 
re mee]] 


(33), 


wobei die in (33) auftretende Zweiwertigkeit wieder 
durch die Forderung (31) zu beseitigen ist. 


2. Die Kurven r? =2cosn # 


Wir gehen von den reellen Polarkoordinaten zur 
komplexen Darstellung über und haben dann 
= 
z=(2cosnd)"e!? ..... (34). 


Ist n eine natürliche Zahl, so besteht die Kurve 


(34) aus n in sich geschlossenen, kongruenten, 
blattähnlichen Teilen. Bezeichnet man das im Sektor 
GE, u uwgr 
ren 


liegende Blatt als das erste, so geht immer das v-te 
v=1,2,...,n) durch Drehung des ersten um den 
Punkt z= 0 durch den Winkel 
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hervor. Wir wollen annehmen, daß entsprechenden 
Punkten in allen Blättern jeweils die gleichen Rand- 
werte zugeordnet sind. Die die Randwerte darstellen- 
de Funktion f(d) braucht dann nur im ersten Sektor 
betrachtet zu werden; darüber hinaus denken wir sie 
uns mit der Periode z/n fortgesetzt. Man hat dann 
fd) = F(p), wobei g=2n% ist; F(g) hat die 
Periode 27. Die Funktion F(p) erfülle dieselben Be- 
dingungen wie die Funktion (3). 
Jedes Blatt unserer Kurve 
1 


._P 
FERRLA CFRET. 
2 = (200) e ie) 


PA 


°) Es ist also nur die Lösung einer passend zu wählenden ersten 
Randwertaufgabe erforderlich. 


DL AA LU L LULLUo2 m 2. 02 Km DZ | 2 5 2 Du U DZ au 2 En 


- wird durch die Funktion 
/ =:"—1 


Ben ep (36) 


schlicht auf den Kreis |{| = 1 abgebildet; dem Kreis- 
inneren entspricht das Blattinnere. Sind die Rand- 
werte entsprechend unserer Annahme periodisch ver- 
teilt, so ist die Lösung der ersten Randwertaufgabe 
für das Innere der gesamten n-blättrigen Kurve 


ua) =Relya+ 3 mid) er) en. 


v=1 


Für das Innenproblem der zweiten Randwertauf- 
gabe sei wieder 
Me 
u do pol» 
zu = Mo) = Mon 200 2 


2 . (88), 


wobei f(p) wie die Funktion (21) darstellbar sei. Da- 

mit dies möglich ist, muß vorausgesetzt werden, daß 

du/on)” für + +7 eine Nullstelle mindestens 
(rn — l)ter Ordnung besitzt. Die Lösung ist 

ux,y) = Re | > fe + r) (21 — 1) (39). 

et v v 


Die erste Randwertaufgabe für das Äußere der 


. Kurve (35) hat die Lösung \ 


ulz,y) = Be E o+ > (a, +ib,) en] (40), 
v=1 


wobei die Randwerte wie in (3) angenommen sind. 
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Die zweite Randwertaufgabe für das Äußere von 
(35) hat die Lösung 


sel 
ur 


De 


[7] 
- SH 


u = Ko)? = — Ip) m 2005 & 


2 u 
cos 2 


wobei f(p) wie /(t) in (21) darstellbar sei. Hinsichtlich 
des Verhaltens von (du/ön)” an der Steleg= + 
wird dasselbe gefordert wie bei dem inneren Problem. 


Ist in (34) n eine gebrochene Zahl, n = p/q > 1/2, 
so gelten die Lösungen (37) und (39) für das Innen- 


gebiet weiter; man muß aberz” in einer der Ab- 
bildung (36) entsprechenden Weise eindeutig fest- 


legen. Die Singularität von z?/ liegt in dem Rand- 
punkt2=0. Für p/q < 1/2 treten Selbstüberschnei- 
dungen der Kurven (34) auf, und die Begriffe 
„Inneres“ und ‚‚Äußeres‘“ verlieren ihren Sinn. 


Für n = 1/2 hat man ein einfach zusammenhängen- 
des Gebiet; (34) stellt in diesem Falle die Kardiodide 
dar. Für 2!” muß hier in den Lösungen (37) und (39) 
die Quadratwurzel mit positivem Realteil genommen 
werden, wie (36) für n = 1/2 zeigt. Eine Nullstelle 
von du/ön für = + braucht nicht vorhanden zu 
sein. 

Für n = 2 ergibt sich aus (34) die Lemniskate. 


Verfasser: Prof. Dr. REINHARD MÜLLER, Djl. Dipati 
Ukur 24, Bandung, Indonesien 


BUCHBESPRECHUNGEN 


C. Berge, Theorie des graphes et ses appli- 
eations. VIII + 277 S. m. 117 Abb. Paris 1958. 
Dunod Editeur. Preis geb. 3400 F. 


Das Buch handelt von einem Gebiet, das auch den 
meisten Mathematikern (mit Ausnahme der Spezi- 
alisten) nur aus der Perspektive unterhaltsamer Auf- 
gaben, also nur ganz von fern, bekannt ist; man hat 
wohl einmal etwas von der Eulerschen Polyeder- 
formel, vom Königsberger Brückenproblem, vom 
Vierfarbenproblem, von der Aufgabe, ein gegebenes 
Streckensystem in einem Zuge zu durchlaufen, gehört, 
aber eine rechte Vorstellung vom vermutlichen Inhalt 
des vorliegenden Buches kann man sich damit nicht 
bilden. Aufgaben der genannten Art werden dort 
zwar auch gelegentlich besprochen, aber in der Haupt- 
sache dreht essich um ernste mathematische Probleme 
von teilweise praktischer Bedeutung. Daß man je- 
doch dabei nicht um das Vergnügen gebracht wird, 
welches kombinatorisch-topologische Aufgaben der 
betreffenden Art zu bieten imstande sind, dafür sorgt 
der Verfasser durch seine unübertreffliche Dar- 
stellungsweise und eine geschickte Auswahl reiz- 
voller Illustrationsbeispiele. 


Ein Graph ist laut Definition eine Menge von 
irgendwelchen Elementen, die in gewissen Beziehun- 
gen zueinander stehen; einem jeden Element werden 
auf Grund einer (mehrdeutigen) Vorschrift gewisse 
andere Elemente der Menge zu- (bzw. unter-) geord- 
net. Die Elemente kann man durch Punkte im Raum 
bzw. in der Ebene und die Zuordnungen durch (ge- 
richtete) Verbindungslinien veranschaulichen. Netze 
von elektrischen Leitungen, Netze von Verkehrs- 
linien, chemische Strukturformeln, Organisations- 
pläne, das System der Rangordnung, in der Menschen 


- einer bestimmten Gemeinschaft zueinander stehen, 


usw. sind also Graphen. Dem systematischen Stu- 
dium solcher Graphen ist das Buch gewidmet. Von 
den dort aufgeworfenen und gelösten Fragen sollen 
hier nur einige wichtige, sofort verständliche erwähnt 
werden: 1. Das Problem des ‚kürzesten‘‘ Weges. 


Jeder Verbindungslinie w wird in einem gewissen 
Sinne eine bestimmte Länge l(w) zugesprochen. Zu 
bestimmen ist der ‚kürzeste‘ Weg, der von einem 
Punkt x zu einem Punkt y hinführt. 2. Maximaler 
Durchfluß durch ein Transportnetz. Von einem 
Punkt x, werden über gewisse sich verzweigende Ver- 
bindungslinien ‚‚Waren‘ nach einem anderen Punkt z 
geschafft. Jeder Linie v des Transportnetzes wird ein 
maximales (,Verkehrs-“) Fassungsvermögen c(uw) 
zugesprochen. Wie sind die Linien vw zu besetzen 
(‚„Verkehrsdichte‘“ y(u) = ? s c(u)), damit in z mög- 
lichst viel ‚‚Ware‘‘ ankommt? 3. Zentrum. Es ist ein 
Punkt anzugeben, dessen ‚‚Entfernung‘‘ zu dem ‚‚ent- 
legensten‘‘ Punkt des Grap\en ein Minimum ist usw. 
Man sieht, daß die dort behandelten praktischen Auf- 
gaben zum Teil den Problemkreis des ‚linear pro- 
gramming‘“ berühren, jedoch werden stets spezielle 
Lösungsverfahren angegeben, so daß man nicht auf 
(beispielsweise) die Simplexmethode von DiıntzıG an- 
gewiesen ist. Außer mehr geometrischen Verfahren 
werden algebraische, die Inzidenz- und ‚„assoziierte‘“ 
Matrizen verwenden, zur Lösung angeführt. Weiter- 
hin aus dem Inhalt: Das Buch enthält Abschnitte 
über die Theorie der Spiele auf einem Graphen, über 
Eurversche und HamIvronsche Zyklen und Wege, über 
Bäume und Wurzelbäume, deren Eigenschaften seit 
CAILEY z. B. zur Bestimmung der Isomerenanzahl ge- 
wisser Kohlenwasserstoffverbindungen benutzt wer- 
den, und noch viele andere Gegenstände. Am Schluß 
des Buches findet sich eine Aufzählung einer Reihe 
bisher ungelöster Fragestellungen. 

In dem vorliegenden Werke sind die seit dem Er- 
scheinen der Theorie der Graphen von König erzielten, 
zahlreichen, z. T. auf eigene Arbeiten des Verfassers 
zurückgehenden Fortschritte verarbeitet worden. 
Ausstattung und Darstellung sind gleicherweise her- 
vorragend. Außer Mathematikern muß das Buch auch 
Ingenieuren des Funk- und Fernmeldewesens, Ver- 
kehrs- und Wirtschaftsplanern mit mathematischen 
Kenntnissen empfohlen werden. 


Dresden L. BiTtTNER 
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W.S. Wlassow, Allgemeine Schalentheorie 
und ihre Anwendung in der Technik. Wissen- 
schaftl. Redaktion: Prof. Dr.-Ing. A. Kromm, Techn. 
Hochschule Dresden-Graz. XI + 6618. m. 193 Abb. 
Berlin 1958. Akademie-Verlag. Preis geb. 75,— DM. 


Durch die vorwärtsstrebende technische Entwick- 
lung wird der Konstrukteur genötigt, laufend neue 
Bauformen zu entwickeln. Dadurch wird die theo- 
retische Festigkeitslehre vor immer neue Probleme ge- 
stellt. Eine besonders aktuell gewordene Aufgaben- 
gruppe hat sich durch die schalenartigen Bauformen 
ergeben. Die elastizitätstheoretische Behandlung der 
Schalen führt auf eines der schwierigsten Gebiete der 
Festigkeitsforschung. Obwohl bereits ein umfang- 
reiches Schrifttum vorliegt, dürfte es für alle Fach- 
leute interessant sein, auch einschlägige Arbeiten aus 
der Sowjetunion kennenzulernen, wofür das vorliegen- 
de Werk sehr geeignet ist. Es geht von den geo- 
metrischen Grundlagen aus, insbesondere der Flächen- 
theorie, und behandelt im I. Teil die Membrantheorie 
der Schalen: Rotationsschalen, Schalen aus Flächen 
zweiter Ordnung, geschlossene elliptische und Kugel- 
schalen, Schalen mit negativem Gaußschen Krüm- 
mungsmaß. Im II. Teil geht der Verfasser auf biege- 
steife Schalen über und beschäftigt sich mit der räum- 
lichen Elastizitätstheorie in krummlinigen Koordi- 
naten, sowie den Grundgleichungen der Schalenbiege- 
theorie, mit den Sonderfällen der Kreiszylinderschale 
und der Kugelschale. Der III. Teil bezieht sich auf 
schwach gekrümmte Schalen: Grundgleichungen, 
Kreiszylinderschalen, schwach geneigte Kugelschalen 
und kompliziertere Aufgaben, insbesondere Stabili- 
täts- und Schwingungsprobleme. Im IV. Teil unter- 
sucht Verfasser orthotrope Zylinderschalen, die zuge- 
hörigen Grundgleichungen und die Berechnungs- 
methoden. Der V. Teil des Buches bringt eine Nä- 
herungstheorie der dünnwandigen Flächentragwerke. 
Eine solche Theorie wird aus der Vernachlässigung 
der Schubverzerrungen bei prismatischen Schalen ge- 
wonnen. Anschließend wird diese Berechnungsmetho- 
de durch Berücksichtigung der Schubverzerrungen 
erweitert, wobei besonders auf Variationsmethoden 
eingegangen und u.a. das Problem der Torsion bei 
behinderter Querschnittsverwölbung untersucht wird. 


Das Buch dient in der Sowjetunion offenbar als 
praktisches Lehrbuch für Schalenprobleme der Bau- 
statik. Die Näherungsverfahren sind als Abkürzungs- 
verfahren besonders weit entwickelt, während auf die 
"Möglichkeit einer exakten Durchrechnung in einzel- 
nen Fällen weniger Wert gelegt wurde. Das Schrift- 
tumsverzeichnis erwähnt leider ausschließlich Ar- 
beiten aus der Sowjetunion. 


München H. NEUBER 


E. P. Popow, Dynamik automatischer Regel- 
systeme. In deutscher Sprache herausgegeben von 
Prof. Dr. H. Bilharz f und Dr. P. Sagirow, Institut f. 
angew. Mathematik a. d. Universität Würzburg. 
XI + 780 8. u. zahlr. Abb. Berlin 1958. Akademie- 
Verlag. Preis geb. 80,— DM. 


Wie der Verfasser des Buches im Vorwort betont, 
verfolgt er nicht das Ziel, die Regelungstheorie er- 
schöpfend und mit großem mathematischen Aufwand 
zu behandeln; vielmehr sollen nur die Grundzüge aus- 
führlich und in leicht verständlicher Weise dargelegt 
werden, so daß unter Ingenieuren und Studenten ein 
möglichst breiter Leserkreis gewonnen werden kann. 
(Der Erfüllung des letzten Wunsches dürfte der hohe 
Preis des Buches im Wege stehen.) Mathematiker. die 
zu dem Buch greifen, um interessante mathematische 
Probleme der Regelungstheorie kennenzulernen, wer- 
den also kaum auf ihre Kosten kommen. Trotz 
der Einwände darf man wohl annehmen, daß das 
Buch in den Fachkreisen Zustimmung findet, da sich 
der Verfasser nicht in technische Einzelheiten ver- 


Buchbesprechungen 


tieft, sondern von Anfang an eine klare Linie verfolgt 
und Beispiele aus der Praxis nur zur Veranschau- 
lichung bringt. Die Bearbeiter haben sich bemüht, 
seine Ausdrucksweise der im DIN-Blatt 19226 fest- 
gelegten deutschen Terminologie anzupassen. Das 
Buch enthält 19 Kapitel, die sich in 5 Teile gliedern: 
Allgemeines über automatische Regelsysteme — 
Gewöhnliche lineare automatische Regelsysteme — 
Besondere lineare Regelsysteme — Nichtlineare Re- 
gelsysteme — Methoden zur Konstruktion von Regel- 
kurven. In 3 Anhängern werden noch spezielle 
Probleme erörtert: Regelkreise mit Störgrößenauf- 
schaltung (Kombinierte Systeme) — Zufällige Pro- 
zesse in linearen automatischen Systemen — Wahl der 
Parameter nichtlinearer automatischer Systeme mit 
Hilfe angenäherter Abschätzungen der Regelgüte. 
Zu den einzelnen Teilen sei folgendes bemerkt. (I) Zu- 
nächst werden an Hand von Beispielen die gebräuch- 
lichsten Arten automatischer Regelsysteme erläutert; 
anschließend widmet sich der Verfasser den Vorgän- 
gen in linearen und nichtlinearen automatischen Re- 
gelsystemen und bevorzugt hierbei die Operator- 
schreibweise, während auf die Anwendung von Inte- 
graltransformationen verzichtet wird. Danach findet 
man Verfahren zur Verbesserung von Regelvorgängen 
(Einführung zusätzlicher Rückführungen, Vibrations- 
linearisierung, Einführung des Integrals oder der 
Ableitung in das Regelungsgesetz). Als Grundauf- 
gaben der Regelungstheorie werden genannt: Er- 
forschung der Grundzüge in der Struktur von Rege- 
lungssystemen; Wahl der Struktur und der Parameter 
des Systems auf Grund des zulässigen statischen 
Fehlers oder auf Grund der Stabilitätsforderung oder 
auf Grund der Bedingungen für die Regelgüte; Unter- 
suchung der Regelungsprozesse bei willkürlicher Stör- 
größe, deren Einfluß beseitigt werden soll, oder bei 
willkürlicher Führungsgröße, die reproduziert werden 
soll; Ausarbeitung allgemeiner Richtlinien zur Auf- 
stellung von Modellen. (II) Dieser Teil beginnt mit 
der Linearisierung der Grundgleichung, der Klassifi- 
kation der Regelkreis-Glieder (wobei Übertragungs- 
funktionen und Frequenzcharakteristiken diskutiert 
werden) und mit der Umformung von Blockschalt- 
bildern. Daraufhin werden Beispiele behandelt (Dreh- 
zahl-, Druck-, Spannungs-, Kursregelung). Es folgt 
eine ausführliche Darlegung der Stabilitätskriterien 
für gewöhnliche lineare Systeme; auf Grund dieser 
Kriterien wird an Beispielen die Struktur- und Para- 
meterwahl vorgenommen. Dabei findet man den 
wichtigen Begriff der D-Zerlegung einer Parameter- 
ebene. Der Verfasser bringt dann Abschätzungen der 
Regelgüte nach der Verteilung der charakteristischen 
Wurzeln. Weiterhin behandelt er Integralabschätzun- 
gen der Regelgüte und die Gütebeurteilung mit Hilfe 
der Frequenzcharakteristiken. (III) Als besondere 
lineare Regelsysteme bezeichnet er Systeme mit zeit- 
oder ortsabhängigen (verteilten) Parametern, Systeme 
mit Totzeitgliedern und Impulssysteme. Hier werden 
Beispiele betrachtet und Stabilitätsuntersuchungen 
vorgenommen. (IV) Besonders wichtig ist der noch 
weitgehend unerforschte Problemkreis der nichtline- 
aren Erscheinungen. Nach einem Überblick über die 
typischen Nichtlinearitäten werden einige Methoden 
zur Untersuchung nichtlinearer Regelsysteme erör- 
tert: Studium des Phasenbildes und insbesondere der 
stationären Phasenkurven nach der Methode der 
Punkttransformation von ANDRONOW; Stabilitäts- 
analyse nach der direkten Methode von LJAPUNOW, 
die LuRJE auf Systeme mit nichtlinearer Stellmotor- 
Charakteristik erfolgreich angewendet hat; Unter- 
suchung stationärer Schwingungen in Relaissystemen 
nach der Methode der Anpassung (Anstückelung). 
Von den quantitativen Verfahren zur Erforschung 
nichtlinearer Systeme wird die Methode der harmoni- 
schen Linearisierung nach KryLow und Bogor- 
JUBOW sehr eingehend behandelt und an Beispielen 
erprobt; ferner werden verschiedene Methoden von 
Bur@GaRow zur Berechnung der Schwingungen dar- 
gelegt. (V) Zuletzt bringt der Verfasser noch nume- 
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‚ risch-graphische Verfahren zur "Konstruktion von 
‚ Regelvorgängen in linearen Systemen mit konstanten 


oder mit zeitlich veränderlichen Parametern sowie in 
nichtlinearen Systemen und das Verfahren der trapez- 
förmigen Charakteristiken zur Konstruktion von 

ergangsprozessen in linearen Systemen. Hier wird 
auch die Larracr-Transformation kurz erwähnt. 
Hervorzuheben sind die zahlreichen Beispiele, die zur 
Erläuterung der Methoden durchgerechnet werden. 


Berlin R. Reıssıe 


L. Cesari, Asymptotic Behavior and Stability 
Problems in Ordinary Differential Equations 
(Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 
Neue Folge, Heft 16). VII + 271 S. m. 37 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. 
Preis geh. 68,— DM. 


Im Zuge der modernen Entwicklung der Technik, 
insbesondere der Steuerungs-, Regelungs- und Schwin- 
gungstechnik hat es sich als notwendig erwiesen, in 
verstärktem Maße die Aufmerksamkeit auf gewisse 
lineare oder nichtlineare dynamische Systeme und 
ihre Wirkungsprinzipen zu richten. Dadurch hat die 
Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
einen bemerkenswerten Aufschwung erlebt, den man 
an der Vielzahl der in den letzten Jahren erschienenen 
Publikationen mit den verschiedensten Fragestellun- 
gen erkennen kann. Diese Arbeiten haben indessen 
ein gemeinsames Merkmal: Die Ziele, die sie verfolgen 
und die weitgehend durch praktische Probleme be- 
stimmt sind, stehen meistens mit dem asymptotischen 
Verhalten und den Stabilitätseigenschaften der be- 
trachteten Prozesse in Zusammenhang. Es wird also 
nur ein bestimmter Sektor der Theorie der Differen- 
tialgleichungen berührt, den man am besten als die 
qualitative Theorie bezeichnet. Mit dieser befaßt sich 
der vorliegende Ergebnis-Band, und wie man schon 
bei flüchtigem Durchblättern sieht, soll er einen Über- 
blick verschaffen und weniger den Einzelheiten ge- 
'widmetsein. So kommt es, daß beispielsweise wichtige 
quantitative Verfahren der nichtlinearen Mechanik 
nach der Art einer Aufzählung in knappen Sätzen 
skizziert werden. Anders ließe sich das gewaltige Ge- 
biet, das von der Regelungstheorie über die Theorie 
der nichtlinearen Schwingungen bis zur modernen 
Stabilitätstheorie reicht, auch gar nicht erfassen. Auf 
jeden Fall ist das Buch sehr zu begrüßen, da es einen 
wertvollen Beitrag zu der recht dringend gewordenen 
Aufgabe der Synthese von Forschungsergebnissen 
liefert. Sicherlich wird es in den Fachkreisen große 
Zustimmung -finden. Das umfangreiche Literatur- 
verzeichnis (ca. 70 Seiten) dürfte nahezu vollständig 
die Veröffentlichungen der letzten Jahre enthalten. 
Wenige Bemerkungen mögen genügen, um das vom 
Verfasser behandelte Stoffgebiet noch etwas näher zu 
beschreiben. Die ersten beiden Kapitel sind den line- 
aren und die letzten beiden den nichtlinearen Differen- 
tialgleichungen gewidmet. Nach einigen Erörterungen 
über die Existenz, Eindeutigkeit, Stetigkeit, Stabilität 
und Beschränktheit der Lösungen werden die Eigen- 
schaften linearer Systeme mit konstanten Koeffizien- 
ten ausführlich diskutiert unter besonderer Berück- 
sichtigung der Stabilitätskriterien, der Systeme 2. Ord- 
nung (Klassifikation der singulären Punkte, lineare 
Resonanz) und der Beispiele, die die Übertragungs- 
glieder von Regelkreisen liefern. Es folgen ähnliche 
Betrachtungen für Systeme mit variablen Koeffizien- 
ten, wobei auch auf die Theorie der Lrsapunowschen 
(charakteristischen) Zahlen eingegangen wird. Beiden 
Systemen mit periodischen Koeffizienten wird die 
Frogauetsche Theorie dargelegt und auf die Hıtzısche 
und Mar#teusche Gleichung angewandt. Schließlich 
findet man Resultate, die sich auf das asymptotische 
(z.B. oszillatorische) Verhalten der Lösungen von 
x" ft)e=0 oder «+ gl)a’ + fi) x=0 bezie- 


- hen. Mit Betrachtungen dieser Art beginnt auch die 


Abhandlung der nichtlinearen-Systeme. Danach wird 
die zweite Lsaerunowsche Methode zur Stabilitäts- 
untersuchung erläutert. Es folgen analytische Ver- 
fahren zum Studium von Selbstschwingungen und er- 
zwungenen Schwingungen und topologische Verfahren 
zum Beweis der gleichmäßigen Beschränktheit der 
Lösungen und der Existenz von Schwingungen. Die 
Anwendung erstreckt sich vor allem auf einige Typen 
nichtlinearer Gleichungen der 2. Ordnung, für die der 
Verfasser physikalische Beispiele angibt. Für auto- 
nome Systeme 2. -Ordnung bringt er die PoIıncARK- 
Bexpixsonsche Theorie des Phasendiagramms. Zum 
Schluß kommen noch asymptotische Entwicklungen. 
Durch Verwendung von Kleindruck für Nebenbemer- 
kungen bleibt der Text sehr übersichtlich; eine An- 
zahl sauber ausgeführter Abbildungen erleichtert das 
Verständnis. 


Berlin R. Reıssıe 


Jet Propulsion Engines (Hish Speed Aero- 
dynamics and Jet Propulsion, Vol. XII). Editor: 
O. E. Lancaster. XVII + 799 S. m. Abb. Princeton, 
New Jersey 1959. Princeton University Press. Preis 
geb. 20,— $. 


Die in den letzten Jahren bei der Entwicklung von 
Strahltriebwerken und von für hohe Geschwindigkei- 
ten bestimmten Flugzeugen erzielten großen Fort- 
schritte waren nur dank der auf breiter Front be- 
triebenen intensiven Forschung auf dem Gebiet der 
Luftfahrt möglich. Daß es dabei im Laufe der Zeit 
notwendig wurde, die vorhandenen umfangreichen 
theoretischen Erkenntnisse und die praktischen Er- 
fahrungen im Lichte des gegenwärtigen Entwicklungs- 
standes der Grundwissenschaften zu ordnen und sie in 
geschlossener Form breiten Fachkreisen zugänglich zu 
machen, um nicht zuletzt eine Weiterentwicklung zu 
fördern, dürfte jedem am Fortschritt Interessierten 
einleuchten. Es ist ein großer Verdienst von Prof. 
Dr. Ta. von KArmäÄn, Dr. H.L.DryDen und D. H. 
TAYLOR, daß sie, zusammen mit anderen Fachleuten, 
ein umfassendes Programm für die bis jetzt wohl um- 
fangreichste Schriftenreihe über die Aerodynamik 
hoher Geschwindigkeiten und die Strahltriebwerke 
aufgestellt und verwirklicht haben. Diese Schriften- 
reihe, ein von Princeton University Press herausge- 
brachtes zwölfbändiges Werk, stellt eine Gemein- 
schaftsarbeit von über 100 namhaften, hauptsächlich 
amerikanischen, Wissenschaftlern und Ingenieuren 
dar. Während die Bände I—XI der Schriftenreihe die 
für die Luftfahrt wichtigen Grundwissenschaften und 
ihre praktische Anwendung auf Flug- und Triebwerk 
zum Inhalt haben, gewährt der vorliegende XII. Band, 
für dessen Redaktion O. E. LANCASTER verantwort- 
lich zeichnet, einen-tiefen Einblick in das vielfältige 
Gebiet der Strahltriebwerke. 


Das Buch istin 12 in sich abgeschlossene Abschnitte 
eingeteilt, die von verschiedenen Autoren bzw. Auto- 
rengemeinschaften verfaßt wurden. Jedem Abschnitt 
ist ein umfangreiches Literaturverzeichnis beigefügt. 
Während Abschnitt A die geschichtliche Entwicklung 
der Strahltriebwerke vom Altertum bis zur Gegenwart 
zum Inhalt hat, werden in Abschnitt B die Grund- 
lagen des Strahlantriebes behandelt und die einzelnen 
Strahltriebwerke hinsichtlich ihrer Anwendung auf 
Grund der Wirkungsgrade untereinander verglichen. 
In Abschnitt C werden die Strahlturbinen (Ein- und 
Zweikreiser) ausführlich besprochen. Abschnitt D ist 
der Propellerturbine gewidmet. Einen breiten Raum 
nimmt das in Abschnitt E behandelte Staustrahlrohr 
ein. In Abschnitt F werden die intermittierend arbei- 
tenden Strahltriebwerke, darunter Pulsostrahlrohre 
besprochen. Die Abschnitte G und H sind den Flüs- 
sigkeits- bzw. Feststoffraketentriebwerken vorbehal- 
ten. In Abschnitt I wird eine ausführliche Darstel- 
lung eines kombinierten Triebwerkes gebracht, das aus 


Buchbesprechungen 
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einem im Staustrahlrohr angeordneten Raketentrieb- 
Beige besteht, während in Abschnitt J die strahlange- 
triebenen Rotoren als Flügel-Triebwerkssysteme be- 
handelt werden. Abschnitt K vermittelt eine Über- 
sicht über die Anwendungsmöglichkeiten der Kern- 
energie für Zwecke des Strahlantriebes und der letzte 
Abschnitt L ist der zukünftigen Entwicklung des 
Strahlantriebes gewidmet. 

Trotz des sehr umfangreichen Stoffes und der Viel- 
falt der von verschiedenen Verfassern behandelten 
Fragen, muß die bemerkenswerte organische Einheit 
des Buches hervorgehoben werden. Es gebührt den 
Autoren ein besonderer Dank dafür, daß sie diese zwei- 
fellos schwierige Aufgabe meisterhaft gelöst haben. 
Die straffe Gliederung des Stoffes und die Klarheit 
der Darlegungen machen das Buch dem im Trieb- 
werksbau stehenden Ingenieur zu einer wertvollen 
Hilfe. Darüber hinaus kann es den mit Grundwissen- 
schaften der Luftfahrt vertrauten Studierenden als 
Lehrbuch wärmstens empfohlen werden. Schließlich 
trägt das ansprechende Äußere des Buches wesentlich 
zur Erhöhung der Freude am Lesen bei. Zusammen 
mit den anderen Bänden der Schriftenreihe wird dieses 
Werk zweifellos einen bevorzugten Platz in der tech- 
nischen Literatur der Luftfahrt einnehmen. 


Dresden A. PAwWLOWITScH 


Dr.-Ing. I. Szab6 (o. Prof. der Mechanik a. d. Techn. 
Univ. Berlin), Einführung in die Technische Me- 
chanik. Vierte verb. u. erw. Aufl. XII + 434 S. m. 
525 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. 22,50 DM. 


Wenn der Herausgeber einer Zeitschrift beinahe 
in jedem Jahr eine neue Auflage eines Lehrbuches zur 
Besprechung vorgelegt bekommt, so ist er fast der 
Mühe enthoben, den Leserkreis auf ein solches Werk 
noch einmal besonders hinzuweisen. Es empfiehlt sich 
einfach selbst. Wie schon in den Besprechungen der 
früheren Auflagen in dieser Zeitschrift 35 (1955), 
S. 320, 37 (1957), S. 408 und 38 (1958), S. 413 zum Aus- 
druck gekommen ist, sind an diesem hervorragenden 
Lehrbuch die methodisch überaus zweckmäßige Stoff- 
auswahl, die didaktisch wohldurchdachte, klare und 
präzise Darstellung, die Fülle von durchgerechneten 
Beispielen und anregenden Aufgaben und die Belebung 
durch eingeflochtene historische Bemerkungen als be- 
sondere Vorzüge hervorzuheben. Es ist auch für den 
Außenstehenden, der sich schnell über eine Frage der 
Technischen Mechanik orientieren will, ein zuverlässi- 
ger Führer und Ratgeber. Die vorliegende vierte Auf- 
lage weist gegenüber der dritten eine kurze Ergänzung 
über das Prinzip der virtuellen Arbeiten und das 
Prinzip von D’ALEMBERT auf, um auch demjenigen, für 
den die,,Höhere Technische Mechanik“ nicht in Frage 
kommt, wenigstens einen Einblick in diese wichtigen 
Arbeitsprinzipien der Mechanik zu verschaffen. 


Dresden H. HeısrIcH 


T. Iwinski, Theory of Beams. The Application 
ofthe Laplace Transformation Method to Engineering 
Problems. 858. London 1958. Pergamon Press. 
Preis geb. 21s net. 


Das vorliegende Büchlein ist die englische Ausgabe 
des ersten Teils eines größeren Werkes in polnischer 
Sprache, in dem die Anwendung der LarvacH-Trans- 
formation auf Probleme in der Statik der Baukon- 
stuktionen behandelt wird. Das Ziel ist, die Inge- 
nieure in der Handhabung der LaPtAace-Transforma- 
tion vertraut zu machen. Dazu werden hier die ve- 
wöhnlichen Differentialgleichungen herangezocen, die 
in der Theorie der Balkenbiegung vorkommen. Unter- 
sucht sind Träger auf zwei Stützen, Durchlaufträcer 
und Träger auf elastischen Einzelstützen. Der La- 


werden. 
Freiberg/Sa. D. RÜDIGER 


Prof. Dr. F. Neiss f, Determinanten und Ma- 
trizen. 5. Aufl. VIL+ 1118. m. 1 Abb. Berlin/Göt- 
tingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag." Preis geb. 
6,60 DM. 


Neben den in der letzten Zeit in großer Zahl er- 
schienenen, oft sehr umfangreichen Darstellungen der 
linearen Algebra dürfte diese seit langem bekannte und 
nun schon in fünfter Auflage herausgegebene hübsche 
und klare Einführung, die sich bewußt auf die wichtig- 
sten Grundbegriffe und -tatsachen der Theorie der 
Determinanten und Matrizen beschränkt, immer wie- 
der ihren Platz behaupten. Dem Anhänger wird hier, 
ohne daß übermäßige Anforderungen an sein Abstrak- 
tionsvermögen gestellt und diesbezügliche Schwierig- 
keiten vor ihm aufgetürmt werden, eine Brücke ge- 
baut, über die er bequem von der Schulmathematik 
aus den Zugang zu einem wichtigen Teilgebiet der 
Hochschulmathematik findet. Zahlreiche Beispiele 
und Aufgaben, die den Leser zur Selbstkontrolle 
zwingen, unterstützen die einprägsame Darstellung. 
Nach dieser Einführung dürfte es leicht sein, an Hand 
weiterführender Lehrbücher tiefer in das Gebiet ein- 
zudringen. 


Dresden H. HeInrIcH 


Dr. H. Rund, The Differential Geometry of 
Finsler Spaces. (Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. 101.) XV-284S. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis 
geb. 59,60 DM. 


Im Jahre 1918 hat P. FinsLE£r seine Doktordisser- 
tation unter dem Titel „‚Über Kurven und Flächen in 
allgemeinen Räumen“ veröffentlicht. In dieser Arbeit 
wurde die RiEMmanxsche Geometrie verallgemeinert, 
indem die lokalen Indikatrizen (Eichkurven), welche 
in der Riemansschen Geometrie zentrische Kegel- 
schnitte darstellen, durch beliebige symmetrische 
konvexe Kurven ersetzt wurden. Diese Verallgemei- 


nerung wurde später FINSLERsche Geometrie genannt. 


Die FissLerschen Räume erfuhren in den letzten 
40 Jahren eine große Entwicklung (abgesehen von 
den weiteren Verallgemeinerungen in verschiedenen 
Richtungen). Trotz einer großen Menge von origi- 
nellen Arbeiten betreffend diesen Gegenstand ist bis 
jetzt keine erschöpfende Monographie dieser Räume 
erschienen und die Arbeit von H. Ruxp ist die erste 
Monographie in dieser Richtung. Im Jahre 1951 er- 
schien die zweite (unveränderte) Ausgabe der Disser- 
tation von FINSLER, die von H. SCHUBERT mit einem 
Bibliographieindex der Arbeiten aus der Periode 
1918—1950 ausgestattet wurde. 


Die FinstLerschen Räume beginnen heute auch eine 
wesentliche Rolle in der modernen theoretischen 
Physik zu spielen und eine ganze Reihe von Arbeiten 
von ErıorovLos, HoRVÄTH, Mo6R, LICHNEROWICZ, 
RUND, SCHOUTEN, SEGRE, THEODORESCU ist den 
Anwendungen der FINsLER-Räume auf die Physik ge- 
widmet. Eine besondere Rolle spielt die Geometrie 
von FINSLER in der geometrischen Optik. 

Ein größerer Aufschwung der Finsterschen Geo- 
metrie datiert seit dem Erscheinen der Arbeiten von 
BERWALD und CARTAN, welche in diesen Räumen den 
Begriff der parallelen Übertragung der Vektoren ein- 
geführt und unabhängig voneinander (und in ver- 
schiedener Weise) die Krümmungstheorie dieser Räu- * 


me entwickelt haben. Der Verfasser hat in seinem 
Buche sehr klar und deutlich die Differenzen zwischen 


der Berwaroschen und Caerasschen Theorie dar- 
gestellt. 

Der Verfasser hat absichtlich andere ähnliche 
Theorien (wie z. B. die Carrassche, die auf dem Be- 
griffe des Flächenmaßes gegründet ist, bzw. die all- 

emeinere von KAwAGucHI) außer acht gelassen. Die 
lung zeichnet sich durch große didaktische 
Vorzüge aus. - 

Am Anfang gibt der Verfasser eine Einleitung aus 
dem Gebiete der Variationsrechnung sowie die Ele- 
mente der Miskowskischen Geometrie. Nach einem 
Abschnitt, der den Begriff der kovarianten Differen- 
tiation enthält, kommt ein umfangreicher Abschnitt, 
der der Krümm heorie gewidmet ist. Nachher 
folgt ein Abschnitt über die Unterräume und endlich 
ein Abschnitt, der den ausgewählten speziellen Pro- 
blemen gewidmet ist. 

Die (fast vollständige) Bibliographie enthält etwa 
420 Positionen. 

Das Buch von Busp füllt eine wesentliche Lücke, 
die bisher auf diesem Gebiete existierte, aus. 


Kraköw (Polen) 8.Gozan 
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J.R. Wait, Electromagnetic Badiation from 
Cylindrical Structures. IX + 2008. m. Abb. 
London 1959. Pergamon Press. Preis geb. 50 s net. 

Diese Monographie behandelt in umfassender und 
abgeschlossener Form die Theorie elektromagnetischer 
Wellen auf und in der Nähe von zylindrischen Ober- 
flächen. Obwohl keine der hier betrachteten Formen 
bei den mit Funkeinriehtungen versehenen Flugzeu- 
gen und Geschossen wirklich vorkommt, vermitteln 
die hier abgeleiteten Besultate trotzdem einen be- 


trächtlichen Einblick in die Antennenprobleme solcher 


Systeme. In jedem Abschnitt sind die wichtigsten 
Resultate der Rechnungen graphisch dargestellt. Das 
Buch vermittelt einen vollständigen Überblick über 
die Literatur dieses Gebiets. Zum Verständnis seines 
Inhalts wird die Kenntnis der komplexen Funktionen 
und der Grundlagen der Elektrodynamik vorausge- 
setzt. Die letzteren allerdings sind in einem Anhang 
kurz zusammengestellt. Das Buch ist ein vorzüg- 
licher Beitrag zur mathematischen Physik dieses Ge- 
biets und wird allen mit der Planung und Berechnung 
von Antennen beschäftigten Ingenieuren und Phy- 
sikern gute Dienste leisten. 


Dresden W. Macke 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


H. Cramer, Aus der neueren mathematischen 
Wahrscheinlichkeitslehre. (Arbeitsgemeinschaft 
für Forschung des Landes Nordrhein-Westfalen, Heft 
762.) 288. Köln/Opladen 1959. Westdeutscher Ver- 
lag. Preis brosch. DM 2,60. 


F. W. Simonis, Stufenlos verstellbare mecha- 
nische Getriebe. Zweite erweiterte Aufl. VIII + 
190 S. m. 252 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. 
Springer-Verlag. Preis geb. DM 29,40. 


H. Tietze, Gelöste und ungelöste mathemati- 
sche Probleme aus alter und neuer Zeit. Vier- 
zehn Vorlesungen für Laien und Freunde der Mathe- 
mathik. I. Band: XX + 256 S. m. 155 Abb. u. 10 
Tafeln. II. Band: VIII + 297 S. m. 41 Abb. u. 
8 Tafeln. München 1959. Verlag C.H. Beck. Preis 


geb. zusammen DM 36,—. 


Elektronische Datenverarbeitung, Folge 2, 
3, 4. Braunschweig 1959. Verlag Friedr. Vieweg & 
Sohn. Preis kart. je Folge DM 7,80. 


W. Meyer zur Capellen, Die geschränkte Kur- 
belschleife. I. Die Bewegungsverhältnisse. (For- 
schungsberichte des Landes Nordrhein-Westfalen, 
Nr. 718). Köln und Opladen 1959. Westdeutscher 
Verlag. Preis kart. DM 29,20. 


- W. Meyer zur Capellen, Harmonische Analyse 
bei Kurbeltrieben. (Forschungsberichte des Lan- 
des Nordrhein-Westfalen, Nr. 676.) 338 S. Köln und 
Opladen 1959. Westdeutscher Verlag. Preis kart. 
DM 11,50. 


W. Meyer zur Capellen, Bewegungsverhält- 
nisse an der geschränkten Schubkurbel. (For- 
schungsberichte des Wirtschafts- und Verkehrsmini- 
steriums Nordrhein-Westfalen, Nr. 449.) 58S. Köln 
und Opladen 1958. Westdeutscher Verlag. Preis 
kart. DM 35,95. 


Plasma Physies — Accelerators — Thermo- 
nuclear Research. (Journal of Nuclear Energy, 
Part C). 104 S. London 1959. Pergamon Press. 
Preis brosch. £ 7. 


Atmospherie Diffusion and Air-Pollution. 
Proceedings of a Symposium held at Oxford, A 
24—29, 1958. XVII + 4718. m. 137 Abb. New York/ 
London 1959. Academic Press. Preis geb. $ 12.00. 


M. Päsler, Mechanik deformierbarer Körper. 
(Sammlung Göschen, Band 1189/1189a.) 199 S. m. 
48 Abb. Berlin 1960. Walter de Gruyter. Preis 
brosch. DM 5,80. 


F. Sehultz-Grunow, Theoretische und experi- 
mentelle Beiträge zur Grenzschichtströmung. 
(Forschungsberichte des Landes Nordrhein-Westfalen, 
Nr. 684.) 66 S. Köln/Opladen 1959. Westdeutscher 
Verlag. Preis brosch. DM 19,—. 


Handbuch der Physik, Band VIII/l. Strö- 
mungsmechanik I. Hrsg. v.S. Flügge. VI + 4718. 
m.186 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. DM 132,—. 


W. R. Hawthorne, W. T. Olson, Design and Per- 
formance of Gas Turbine Power Plants. 
XIII + 5638. Princeton, New Jersey 1960. Prince- 
ton University Press. Preis geb. $ 15.00. 


M. Engeli — Th. Ginsburg — H. Rutishauser — 
E. Stiefel, Refined Iterative Methods for Com- 
putation of the Solution and the Eigenva- 
lues of Self-Adjoint Boundary Value Pro- 
blems. (Mitteilungen aus dem Institut für ange- 
wandte Mathematik der ETH Zürich, Nr. 8.) 1078. 
Basel/Stuttgart 1959. Birkhäuser Verlag. Preis 
brosch. DM 17,—. 


Kin N. Tong, Theory of Mechanical Vibra- 
tion. XII + 348S. m. 101 Abb. New York/London 
1960. John Wiley & Sons, Inc. Preis geb. $ 9.75. 


W. Meyer-Eppier, Grundlagen und Anwen- 
dungen der Informationstheorie. (Kommuni- 
kation und Kybernetik in Einzeldarstellungen, Band I.) 
XVII + 4468. m. 178 Abb. u. 1Tafel. Berlin 
Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis 
geb. DM 98,—. 


286 


Les Math&matiques de I’Ingenieur. Comptes 
Bendus du Congrös International, Mons et Bruxelles 
9.—14. Juin 1958. Herausg. L. Derwidue u. N. For- 
bat. Preis brosch. 300 F. 


E.Kreyszig, DifferentialGeometry. (Mathema- 
tical Expositions, No. 11.) XIV + 352 8. m. 104 Abb. 
Toronto 1959. University of Toronto Press. Preis 


geb. $ 8.50. 


Proceedings ofthe fourth congress on theo- 
retical and applied mechanics, Howrah (Cal- 
cutta) — 1958. XI-+ 3078. Indian Society of 
Theoretical and Applied Mechanics, Indian Institute 
of Technology. Kharagpur 1959. 


Zuschriften an den Herausgeber 


ö > 
W.L. Wilkinson, Non-Newtonian Fluids. Fluid 
Mechanics, Mixing and Heat Transfer. XIV + 138 S. 


m. 70 Abb. London 1960. Pergamon Press. Preis 
geb. 37 3. 6.d. 


R. Bellman, Introduction to Matrix Analysis. 
XX + 328 S. London 1960. McGraw-Hill. Prei 
geb. 77 8. 6.d. 


R. Beyer, Kinematisch-getriebedynamisches 
Praktikum. Lehr- und Übungsbuch zur graphody- 
namischen Analyse ebener Getriebe. VIIT+ 1708. 
m. 125 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. 
Springer-Verlag. Preis geb. 29,40 DM. 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Zu 6. Bertram, Fehlerabschätzung für das Ritz- 
Galerkinsche Verfahren, ZAMM 37 (1957), 8. 191 
bis 201 

Im Artikel von Bertram wird die Lösung der 
selbstadjungierten Differentialgleichung 2m-ter Ord- 
nung *) j 

My)=Aqde)'y:--:-- (2.1) 
mit den Randbedingungen 

Uuy)=0 (n=1,2....,2m) 
mit Hilfe des Rırz-GaLerkınschen Verfahrens be- 
trachtet, wobei für die Koordinatenfunktionen {9,(&)} 
die Eigenfunktionen der Gleichung 
Moy)=w'p 

mit denselben Randbedingungen genommen werden 
(og = Eigenwerte; eo =1,2,...). 

Es wird gezeigt, daß für den »v-ten Eigenwert 
A»@w=1,2,...) der Aufgabe (2.1) folgende Ab- 
schätzung gilt: 


Av — hy = C,1 > 
e=1+10 


wo A,,ı die I-te Annäherung des Eigenwertes nach dem 
Rırz-GALERKInschen Verfahren ist mit 


1 : Ci 
(2m —1) i2m—1 


(6.3), 


2m 


2 
Ay, 1 Imaz 
C = u . 
v,l ö 
© ist eine gewisse Konstante. 
Man kann zeigen, daß man diese Abschätzung prä- 
zisieren kann, und zwar: 
Pe 
I m = 12 


m’ 


wo K eine gewisse Konstante ist. 
In der Tat, in Berrrams Artikel wird gezeigt, daß 


/ a 


Se 1 b E 
Adi Ant DD —[S qR) PolR) yulz, &) dr 
o=1+1 ®e \a 
3.6 
gilt. a 
Hieraus folgt: 


TE ie r 
Ant — = Arı > \J 4x) Pelx) Ylz, «) dx 
e=i-+1 ®e \a 


} 1 RR 2 
Spree, (/ ae) Yale) yolz, &) de) 


2 +1 o=1 \d4 
b 


| g(2) ya, &) de < 


=. 
a Bl u, 
ir 
a 


*) Die Formelnummern beziehen sich auf BERTRANS Artikel. 
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Zu W. Dück, Über einen Entwieklungssatz bei 
linearen, selbstadjungierten, volldefiniten Eigenwert- 
problemen gewöhnlicher Differentialgleichungen, 
ZAMM 39 (1959), S. 355—363 


Bedauerlicherweise ist Herrn W. Dück trotz eines 
früheren Hinweises auf entsprechende Veröffent- 
lichungen entgangen, daß die von ihm betrachtete 
Aufgabe bereits in sehr allgemeiner Form gelöst ist. 
In meiner Untersuchung über eine Integraldarstellung 
für selbstadjungierte Randwertaufgaben!) wird der 
Entwicklungssatz u. a. für wenigstens einseitig defi- 
nite natürliche Eigenwertprobleme?) hergeleitet. Nach 
Abschnitt Sg, Gl. (66) dieser Arbeit erfaßt er nicht 
nur Vergleichsfunktionen, sondern alle (x), die 
(m — 1) stetige, eine etwa stückweise stetige m-te 
Ableitung besitzen und alle wesentlichen Randbe- 
dingungen des Eigenwertproblems erfüllen. Mit der 
Definitheitsforderung 


{d,d} >0(deZ, #0) 
nach Dück wird speziell 
oo 


ur) = 3 ;Y:(®) 
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(y; Eigenfunktionen). 


Die Konvergenz ist bis zu den (m — l1)-ten Ab- 
teilungen gleichmäßig (die Reihe der m-ten Ableitun- 
gen konvergiert im Integralmittel). Die in Gl. (66) 
der Arbeit!) im allgemeinen Fall auftretende Null- 
funktion d,e Z genügt nach Gl. (62)!) der Beziehung 
{d,, do} =0 (in der Bezeichnung von Dück) und 
verschwindet daher bei positiv definiten Formen 


(d,d}>0 (deZ,=0). 


Dresden N. J. LEHMANN 
‘) Math. Nachr. 14 (1955), 8. 129156, 
*) Bezeichnung nach E. STIEFEL und H ZIEGLER, Natürli D 
wertprobleme, ZAMP 1 (1950), 8. 111—138, A 
Die ware i 
Fi a y En abgedruckten Zuschriften haben 
erren Dr. BERTRAM bzw. Dr. Dück vorgelegen. 
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Zu $.B.Dutt, Torsion of a large thick plate... 
ZAMM 39 (1959), $. 290—295 z i 


Der Verfasser bittet, in seiner Arbeit die folgenden 
derungen vorzunehmen: 

”Eq. (16). The letter z should be replaced by A. 
Eq. (32.2). should read 
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FANschrichten 


Eq. (33). The value of Rh, should be 10.503 x 108 cm. 
Eg. (34) should read 


oo 
(Te,),—o = k a? (Jy(A a) Jı(Ar) dA.“ 
3 H 


Zu M. Matschinski, Beweis des St. Venantschen 
Prinzips, ZAMM 39 (1959), S. 418 


. . Nach Mitteilung des Verfassers soll in Formel (2) 
der Faktor 2» im Nenner durch 2% . n! ersetzt werden. 
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NACHRICHTEN 


UNESCO Symposium 
on ’Nonlinear Physical Problems‘ and 
Fifth Congress on Theoretical and Applied Mechanies, 
University of Roorkee, December 21—26, 1959 


The symposium was held on the 21st and 22nd 
December at the University of Roorkee, Roorkee, 
which played host to over hundred delegates and 
members who had assembled from all parts of India 
and abroad. Foreign participants included FoLkE 
K. G. Opgvıst, President of the International Union 
of Theoretical and Applied Mechanics, E. SAIBEL and 
S. KuMAr from U.S.A. 


The symposium began with a welcome address by 
Dr. A. N. Knosta, Member, Planning Commission, 
who is also the President of the Indian Society of 
Theoretical and Applied Mechanics. He paid tribute 
to the collaboration between UNESCO and the Society 
and hoped that theidea of an engineer-scientist, which 
was gaining ground in the country would be fostered 
by such activities. The symposium was inaugurated 
by Sir HARRoLD WiILLIAaMms, Director of the Central 
Buildings Research Institute. He pointed out the 
problems in fields like Rheology, Vibration, Heat 
transfer where Applied Mechanics has played an 
important role. 


In his opening address B. R. Ser# dealt with 
’Non-linear Physical Problems: Survey and Prospects‘. 
An exact formulation of a physical problem brings 
out the inherent nonlinearities involved and makes it 
more difficult to solve. Linearised approximations do 
not explain satisfactorily a number of secondary 
effects. Moreover the growing importance of edge or 
boundary effects have accelerated the study of such 
problems. The method of perturbations and singu- 
larities have only been partially successful and 
generally inconclusive. The development of nonlinear 
continuum mechanics has brought some substantial 
advance and has helped to explain secondary effects 
like Kevin and Poynting effects. A number of 
vibration problems, particularly in high speed 
phenomenon, where the pressure tensor may not be 
taken a linear function on the surface have also been 
attempted. A series of problems coming into promi- 
nence at the moment related to the nonlinearities 
introduced by the coefficients of the medium, the 
non-Nkwronian and visco-elastic characteristics of 
certain fluid motions, the properties of high speed 
compressible fluid flows and the creep properties of 
materials subjected to fluctuating stresses at high 
temperatures. This class of problems will continue 


to depend on advances in experimental techniques. 
Meanwhile the hish speed computational methods 
have facilitated the solution of a number of problems 
of practical importance. 


The preliminary success in handling nonlinear 
problems has prompted the study of interaction with 
linear domains. Notable advances in this field relate 
to studiesin magneto-hydrodynamics where a number 
of phenomenon such as the pinch effect, force-free 
fields etc. have received wide attention. Significant 
advances have also been made in the theory of 
lubrication and creep in this connection. On the 
other hand the whole field of interaction of two or 
more nonlinear domains has remainded largely 
uncovered exceptin some elementary studiesin control 
engineering. This is a field of the widest interest 
and significance. If there is some reason to believe 
that the basic phenomena in nature are essentially 
nonlinear, the interaction of different fields at the 
boundaries is the direction in which further advances 
should be sought. 


He then gave a brief account of the type of problems 
that would come up for discussion during the sympo- 
sium and the congress. 


Half-hour addresses were delivered by FOLKE KR. G. 
Opovıst, E. SAIBEL and S. N. B. Murt#y and A.K. 
CHAUDHURI. FOLKE K.G. Opgvist spoke on creep 
of plates and membranes and brought out clearly the 
significance of nonlinearities involved due to the 
geometrical, physical and material causes. Numerical 
results recently obtained on the Swedish Digital 
Computer were given. E. SAIBEL presented general 
solutions for evaluating stresses and deformation 
in circular plates subject to ring loads. S. N. B. Mur- 
tHuy and A. K. CHAUDHURI spoke on the behaviour 
and optimum nonlinear control of turbo-jet engines 
and discussed the effect of size of plates in relation to 
various delays. 


The symposium was followed by the Fifth Congress 
from December 23 to December 26. In his presidential 
address, Dr. A. N. KmosLA gave an account of the 
design of the 320 ft. span shell-roof auditorium at 
Roorkee and indicated the experimental workintended 
to be carried out on the full-size structure when 
completed. 


The papers presented can be broadly classified 
under the heads — I) Elastieity and plasticity, 
II) Fluid Mechanics, III) Vibration and lubrication 
studies, IV) Thermodynamics and heat transfer and 
V) Statistics and computation. 


S.C. Das, V. LAKSHMIKANTAN, D. N. Mırra and 
P.D.$. Vurma presented Norn’s general theory Ku; 
continuity in solid and fluid states and dealt with 
boundary value problems. Frozen stress photoelastiec 
model was presented by C. N. LAKSHMINARAYANA. 
Some measurements made of the cutting forces on a 
lathe were explained by K. G. CHANDIRAMANI. 


In the field of fluid mechanics were included papers 
on the general theory of discontinuities and its appli- 
cations ‚to problems of ordinary and magneto- 
gasdynamics, from both non-relativistic and relati- 
vistie point of view. Papers were also read on general 
two dimensional flows with and without magnetic 
fields. 

Starting with the general ’Non-linear Shallow 
Water Theory‘ for variable water depth, ©. N. KauL 
showed an analogy between the propagation of weak 
discontinuitiesin such a theory and the gasdynamics. 
Further a discussion of the formation within the 
frame work of shallow water theory was given. 
While describing the radiation effects in ’Hydro- 
magnetic Shocks‘, O. P. Buuranı showed how the 
large compression caused by radiation escape, 
amplify the magnetic field. G. L. Sarsı developed 
an analysis for the study of "Singular hypersurfaces 
of order one in general relativity when the matter 
presentin EINSTEIN space time is a perfect electrically 
conducting fluid. A.C. Srıvasrava dealt with the 
problem of ’Steady two dimensional hydromagnetic 
flow between non-parallel walls’ and pointed out the 
increase of the maximum angle between the walls for 
which a purely divergent flowis possible. Ram Kumar 
discussed the effects of external forces on the unsteady 
motion of a viscous fluid in the presence of an infinite 
eircular ceylinder. P. V. ABDURAHIMAN dealt with 
the problems of boundary layer responses to free 
stream velocity in viscous incompressible fluid and 
with the ’Initial pressure and drag coefficient for 
bodies of revolution started with supersonie velocity’. 
Using an averaging process G. A. NARIBOLI considered 
the steady flow of fluid through pipes of constant 
curvature. P.D.S. VERMA, M.N.L. NARASIMHAN, 
Y.D. WıpuwA and R.S. NAnDA presented some 
aspects of flow through channels with porous walls 
when the medium is a linear fluent, a non-NEwTonian 
viscous incompressible, viscous heat conducting 
respectively. Dealing with his work on visco-elastie 
fluids, S. K. SHARMA discussed the problem of flow 
of a visco-elastic liquid near a stagnation point. 
G. BanpyorApHYyAY dealt with unsteady rectilinear 
flow of non-Newronian fluids. Superposability and 
selfsuperposability were discussed by Ram BALLABH. 
Papers were also presented by L. N. Nıcam, H.C. 
AGARWAL, N. R. Rasappa and A.C. Jaın on flow 
past a wing of circular plane form flow with heat 
transfer, compressible flow (including wall effects) 
and flow with porous walls respectively. 


S. N. SınaH discussed the solution of a certain 
differential equation of second order of generalized 
parabolic type with nonhomogeneous boundary 
conditions whose special cases occur in many branches 
of mathematical physics. Secondary flow stresses in 
rotating fluids in a vertical shaft were described by 
B. MomaAn Rao. 


J. N. KArur gave an extension to his earlier work 
on exact solution of the equations of internal ballisties 
for the pressure loads law of burning. R. G. MOKADAM 
described some inconsistencies in the general thermo- 
dynamic analysis of the Darcy Law. 


Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof. Dr.-Ing. 
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SupHIR KUMAR gave an account of his ı e 
on scabbing. B. M. BELGAUMKAR described 


methods for flexure of uniformly loaded plates. 
Kharagpur (India) B.R.Sere 


Bericht über das 7. Biometrische Colloquium 
in Bad Nauheim - 


Wal 

Vom 22. bis 24. Januar 1960 veranstaltete in Bad 
Nauheim die Deutsche Region der (internationalen) 
Biometrischen Gesellschaft ihr 7. Biometrisches Collo- 
quium. In einführenden Hauptreferaten und zahl- 
reichen Kurzvorträgen wurden die Rahmenthemen: 
I. Sequenzanalyse, II. Allometrie, III. Transfor- 
mationen nicht normal verteilter, speziell diskreter 
Zufallsvariablen behandelt. Dem in I einführenden 
Referat von L. SCHMETTERER (Hamburg) über die 
„logischen und mathematischen Grundlagen der (für 
alle Anwendungs- und Teilgebiete statistischer Metho- 
dik äußerst nützlichen und wichtigen) Sequenzanaly- 
se“ folgten Einzelvorträge über deren praktische An- 
wendungen auf medizinische Fragen (therapeutische 
und klinische sowie solche der ärztlichen Finanzierung) 
und über die bekannte sequentielle Methodik des 
Häufigkeitenvergleichs. Die theoretischen (und auf 
anthropometrisches Datenmaterialangewandten) Aus- 
führungen von L. MArTIv (Brüssel) über ‚„‚Allometrie 
und Cograduation in der allgemeinen Biometrie‘, die 
im Wesentlichen auf Klassifizierung der zwischen 
normal-, log-normal- und nicht-normal-verteilten Zu- 
fallsvariablen möglichen Koordinierungen abzielten, 
fanden Ergänzung in Kurzvorträgen aus anderen 
Fach- und Blickrichtungen. Zur Einführung in III 
sprach H. Grimm (Jena) über „Grundlagen und Be- 
deutung der Transformation von Zufallsvariablen in | 
der Biometrie‘ (unter besonderer Betonung ihrer Be- 
deutung für die Erzielung von Normalität, Homo- | 
skedastizität und Additivität der Zufallsvariablen), 
während in weiteren Vorträgen die speziellen Aspekte 
der entsprechenden Methoden in Psychologie, Phar- | 
makologie und landwirtschaftlichem Versuchswesen 
erörtert wurden. In den Vorträgen über frei gewählte 
Themen aus Biometrie und Biomathematik kamen 
u. a. NEYMans Ansteckungsverteilungen, zyklisch ver- 
teilte Zufallsvariablen und Periodogrammanalyse zur 
Sprache. 


Ein Teil der Vorträge wird in der „Biometrischen 
Zeitschrift‘‘ veröffentlicht. 

Aus den Vorstandswahlen gingen u.a. Prof. Dr. 
OÖ. HeinıscH (Leipzig) als Vorsitzender und Dr. 
R. Werte (Heidelberg) als Schriftführer hervor. 


Bad Nauheim 
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M. P. GEPPERT 


Herr Professor Dr. H. ScaLicHting, Direktor- des 
Instituts für Strömungsmechanik der T.H. Braun- 
schweig, Direktor der Aerodynamischen Versuchs- 
anstalt Göttingen e. V. (AVA), Göttingen, und Leiter 
des Instituts für Aerodynamik der Deutschen For- 
schungsanstalt für Luftfahrt e. V. (DFL), Braun- 
schweig, hat auf Einladung der Royal Aeronautical 
Society, London, am 26. November 1959 die 3. LAN- | 
CHESTER MEMORIAL LECTURE gehalten mit 
dem Thema: ‚Some Developments in Boundary | 
Layer Research in the last Thirty Years“. 


habil. H. Heinrich, Dresden A 27, Friedrich-Hegel-Str. 31. Verlag: Akademie-Verlag 
ostscheckkonto: Berlin 35021. Bestellnummer dieses Heftes: 1009/40/5-6. 
cheint monatlich. Bezugspreis: vierteljährlich DM 15,—. Zuzüglich 
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Lineare Differentialoperatoren 


Übersetzung aus dem Russischen 

in deutscher Sprache bearbeitet und herausgegeben von 
Prof. Dr. Heinz Otto Cordes 

und Prof. Dr. Fritz Rühs 


(Mathematische Lehrbücher und Monographien, II. Abteilung, Band XI) 


1960. XIII, 394 Seiten — 19 Abbildungen — gr. 8° — Ganzleinen DM 44,— 


Der Verfasser entwickelt in der Arbeit die für die gesamte ee: Physik und 
Technik so wichtige Theorie der Biekren gewöhnlichen Differentialoperatoren beliebiger 
Ordnung und bringt viele Beispiele aus der Praxis. Durch dieses Werk werden die in aller 
Welt, insbesondere in der Sowjetunion, erschienenen neueren Arbeiten auf diesem Gebiet 
zugänglich gemacht. | 

Ein erster, elementarer Teil entwickelt die grundlegenden Begriffe und Sätze: die For- 
mulierung der Randwertaufgabe, Eigenwerte und Eigenfunktionen, die GREENsche 


Funktion und die Lösung der inhomogenen Randwertaufgabe, die Entwicklung nach 


Eigenfunktionen sowie das asymptotische Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 


Im zweiten Teil des Buches wird die moderne Theorie der Operatoren im Hilbertraum auf 
re raloneratheeh angewandt. Der Verfasser behandelt insbesondere die symmetri- 
schen Differentialoperatoren, den Defektindex und die Spektralanalysis der Differential- 
operatoren. Den Abschluß des Buches bildet das Kapitel über die Umkehrung der 
STURM-LIOUVILLEschen Aufgabe. 
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Optik aller Wei 


Tagung der Physikalischen Ge 
vom 2-5. Normen 1058 in Jene 
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1959. 395 Seiten — 315 Abbildungen, davon 6 Kunst 
. 7’Tabellen — gr. 8° — DM 75,— 


In dem Werk sind ale auf der Arbeitstagung de 
DDR im November 1958 in Jena u 
enthalten. Durch die Beteiligung auch v ıtse] 
erhält das Buch internationale Bedeutung. EN 
forschung, wie Über eine Verallgemeinerung der Schröd 
und Ausführungen über „Optik, Physik und physikal 
italienischer Sprache. Neben Problemen der Halbleiter 
pie erörtert und neuere Spektralapparate beschrieben. Wei 
sich mit der physiologischen Optik, der Beugungstheorie, Pe ung von 
und der Mikroskopie. Einen etwas größeren Raum a Ru u 
jektivprüfung speziell mit Hilfe der Kontrastübertragungsfunktion ein, : 

Hopkins, London, Ingelstam, Stockholm und Rosenhauer, Braunschweig,co 
Jena, Beiträge lieferten. Abschließend werden einige Sonderprohleme üb 


Schichten, Schlierenbestimmungen, Lichtleistung von Prjkinsytemen un 
Schwingungen aller Wellenlängen des Erdkörpers besprochen. 
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